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208. Mechanische und optische Eigenschaften von gequollenem
Kautschuk

von Werner Kuhn, R. Pasternak und Hans Kuhn.
(21. VIIL. 47.)

1. Einleitung.

Es ist bekannt, dass wir die mechanischen und optischen Eigen-
schaften des losungsmittelfreien, elastisch festen KXautschuks auf
Grund der Vorstellung verstehen konnen, dass im wvulkanisierten
Kautschuk ein dreidimensionales Netzwerk statistisch gekniuelter
Fiden vorliegt, dass die Vulkanisierungspunkte relativ zu ihrer Um-
gebung praktisch genommen fest liegen, wihrend die zwischen den
Vulkanisierungspunkten verlaufenden Fadenstiicke (die Netzbogen)
ihre Gestalt durch Brown’sche Bewegung (Mikro-Brown’sche Be-
wegung) weitgehend éndern konnen.

Die erste auf Grund dieses Bildes durchgefithrte Berechnung der
Riickstellkraft bei der Dehnung von elastisch festem KXautschuk
wurde im Jahre 1936 von W. Kuhn') gemacht. Spiter hat sich eine
Reihe weiterer Autoren mit dem Problem befasst. Die Endergebnisse,
die bei Vornahme gewisser Anderungen in der Art der Durchfithrung
der Berechnung erhalten wurden, stimmten dabei mit dem von
W. Kuhn fiir den Elastizititsmodul gefundenen Ergebnis quantitativ
iiberein oder unterschieden sich davon um einen konstanten Zahlen-
faktor. Der letztere Umstand hat zu einigen Diskussionen Anlass
gegeben, welche als abgeklirt gelten diirfen. Auf einige dieser Punkte
muss hingewiesen werden, weil sie bei eciner Verfeinerung der Be-
trachtung, wie jetzt, beim Ubergang zum gequollenen System,
wichtig sind.

Bei der ersten von W. Kuhn im Jahre 1936 gegebenen Aufstel-
lung eines quantitativen Amnsatzes fiir den KElastizititsmodul von
Kautschuk wurde der Einfachheit halber angenommen, dass die den
Netzbogen zuzuordnenden Vektoren h (Vektoren, welche den An-
fangspunkt mit dem Endpunkt des Netzbogens verbinden) je zu
einem Drittel in der x, ¥ und z-Richtung orientiert seien, wobei die
nachfolgende Dehnung in der z-Richtung angenommen wurde (Fig. 1).
Wenn der Anfangspunkt eines Netzbogens, welcher aus N, statisti-
schen Fadenelementen der Linge A, besteht, in den Nullpunkt eines
X, v, z-Koordinatensystems gelegt wird, so ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass die Endpunktskoordinaten zwischen x und x-dx, y und

1y . Kuhn, Koll. Z. 76, 258 (1936), im folgenden als 1. c. I bezcichnet.



1706 HELVETICA CHIMICA ACTA.

y+dy, z und z+dz liegen, und wenn x*{y24z2=h? gesetzt wird,

gleich
3h?

% "o N AT
W-dxdy dz = ~3_2_ o Nmim grdyds (1)
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y
Fig. 1.

Urspriingliches Modell von W. Kuhn zur Berechnung des Elastizitdtsmoduls von Kaut-
schuk. Man denkt sich die Vektoren h (Verbindungsstrecken zwischen Anfangspunkt und
Endpunkt der Netzbogen) zu je einem Drittel in der x, y und z-Richtung orientiert.

Auf Grund hiervon und zufolge der Boltzmann’schen Beziehung
wurde den einzelnen Netzbogen, bei welchen der Abstand zwischen
Anfangs- und Endpunkt den Betrag h besitzt, eine Entropie

3 h?

§ = consn:—k-—2 (2)
2N AL

zugeordnet. Es wurde ferner die Gesamtentropie der Volumeneinheit
gleich der Summe der Entropien der in der Volumeneinheit enthalte-
nen Netzbogen gesetzt. Bei der 1936 von W. Kuhn gegebenen Be-
trachtung wurde weiter beriicksichtigt, dass bei der Dehnung der
Netzbogen in der z-Richtung eine durch die umgebenden Netzbogen
erzwungene Verminderung der Querausdehnung eines hervorge-
hobenen Netzbogens und damit eine zusitzliche Entropieinderung
bewirkt wird.

Bei Beriicksichtigung der Verminderung der Querabmessungen
ergab sich so fiir die Entropiednderung pro Volumeneinheit eines Pro-
bekorpers, welcher G Netzbogen pro cm3 enthiilt und welcher auf das
«-fache gedehnt wird

1 2 o?
S—SO:—7Gk~?(W+T—1) 3)
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Diese Formel wurde 1. ¢. T nur fiir den Fall =14y und y<£1
angegeben.

Falls die beim Dehnen erfolgende Verinderung der Queraus-
dehnung der Netzbogen vernachlissigt wird, wird anstatt (3)

o o 1 2 «?
S—boﬁ—30k72w(-37+—§——1> )

Es wurde hierauf kurz von W. Kuhn und F. Griin!) und dann aus-
fuhrlich von R. L. G. Treloar?) hingewiesen.

Das Modell Fig. 1 ohne Beriicksichtigung der Verdnderung der
Querausdehnung der Netzbogen beim Dehnen ist spidter auch von
E.Guth und H. M. James®) beniitzt worden.

In der eben erwiahnten Arbeit von W. Kuhn und F. Grin wurde
die der Fig. 1 zugrunde liegende vereinfachende Annahme, dass die
Vektoren h der Netzbogen naeh den 3 Xoordinatenrichtungen
orientiert scien, aufgegeben. Es wurde beriicksichtigt, dass im unge-
dehnten Zustande alle Orientierungen von Vektoren h vorkommen
und dass beim Dehnen sowohl eine teilweise Orientierung als
auch eine von der jeweiligen Orientierung abhingige Lingen-
anderung der Vektoren h eintritt. Neben der Riickstellkraft wurde
hier auch die Dehnungsdoppelbrechung behandelt. Da das Volumen
des Kautschuks beim Dehnen konstant bleibt, wurde angenommen,
dass die Lageinderung der Vulkanisierungspunkte beim Dehnen von
Kautschuk durch eine affine volumentreue Transformation darge-
stellt wird. Wenn der Anfangspunkt eines Netzbogens wiederum in
den Nullpunkt des Koordinatensystems gelegt wird und wenn der
Endpunkt vor dem Dehnen die Koordinaten x, y, z besass, so heisst
dies, dass der Indpunkt nach dem Dehnen (Lingeninderung um
einen Faktor a in der z-Richtung) die Koordinaten

- o

X v
- — T A AT (3)
Vo Vo
besitzt.

Es wurde in dieser Arbeit gezeigt, dass man fir die Entropie-
dnderung beim Dehnen den Ausdruck (4) erhilt, wenn fiir die Iintro-
piedinderung des einzelnen Netzbogens wiederum der Ansatz (2) be-
niitzt wird, d. h. wenn der Dehnungs-Permutationsanteil, auf den wir
sogleich zu sprechen kommen, sowie die Anderung der Querausdehnung
der Netzbogen vernachlissigt wird. Ausserdem zeigte sich, dass mit
der Orientierung der Netzbogen sowohl ein Anteil der elastischen
Riickstellkraft als auch ein Anteil der Dehnungsdoppelbrechung ver-
kniipft ist in dem Sinne, dass eine Riickstellkraft und cine Dehnungs-

1) W. Kuhnund F. Griin, Koll. Z. 101,249 (1942), im folgenden als L. ¢. 11 bezeichnet.

2) R. L.G. Treloar, Trans. Faraday Soc. 39, 36, 241 (1943).

8) E.Guth und H. M. James, Ind. Eng. Chem. 33, 624 (1941); Phys. Rev. 59, 111

(1941); Ind. Eng. Chem. 34, 1365 (1941); J. chem. Phys. {1, 455, 531 (1943); J. appl.
Phys. 15, 204 (1944).
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doppelbrechung auch dann vorhanden wiren, wenn bei der Dehnung
des Versuchskorpers nur eine Orientierung, aber keine Lingendnderung
der Netzbogen erfolgen wiirde.

Fig. 2.
Modell von W. Kuhn und F. Griin. Im ungedehnten Zustand kommen alle Orientierungen
der Vektoren h (Verbindungsstrecken zwischen Anfangspunkt und Endpunkt der Netz-
bogen) gleich hiufig vor. Bei der Dehnung (welche in der z-Richtung erfolgt) tritt eine
teilweise Orientierung und gleichzeitig eine von der Orientierung abhingige Léangen-
inderung der Vektoren h ein (Ubergang von der ausgefiillt zur punktiert gezeichneten
Lage des herausgegriffenen Netzbogens). Die Netzverkniipfungspunkte (Anfangs- und
Endpunkte der Vektoren h) erfahren bei der Dehnung eine affine Transformation. Das
Modell berucksmhtlgt (im Gegensatz zum Modell Fig. 1) die bei der Dehnung von Kaut-
schuk eintretende Orientierung der Vektoren h.

Man erkennt, dass das Modell Fig. 1 den in Wirklichkeit recht
wegentlichen Orientierungsanteil nicht geben kann. Das Modell ver-
sagt also dann, wenn es sich darum handelt, die mechanischen und die
optischen Verhiltnisse vollstindig zu erfassen. Wir werden daher die
Modellvorstellung gemiss Fig. 2 bevorzugen.

Von P.J. Flory und J. Rehner') sowie von R. L. G. Treloar?) ist
anstatt der Modelle Fig. 1 und 2 ein weiteres Modell zur Berechnung
der statistischen Riickstellkraft des Kautschuks beniitzt worden
(Fig. 3). Zur Veranschaulichung der beim Dehnen des Kautschuks
erfolgenden Vorginge sieht das Modell vier Netzbogen vor, welche
ungefihr vom Mittelpunkt eines Tetraeders aus nach den Ecken des
(regulidren) Tetraeders gespannt sind. Beim Dehnen des Kautschuks
erfahren die Tetraederecken die affine Transformation (5), wihrend
die Lage des ,,Mittelpunktes’’, an welchem die vier Netzbogen zu-
sammengefithrt sind, sich so verschieben kann, dass die Summe der
vier den Netzbogen gemiss (2) zuzuordnenden Entropien ein Maxi-

Y P.J. Flory und J. Rehner, J. chem. Phys. t[, 512 (1943).
2y R. L.Q. Treloar, Trans. Farad. Soc. 42, 83 (1946).
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mum wird. Die mit Hilfe dieses Modells berechnete Abhiangigkeit der
Entropie vom Dehnungsgrade ist mit Gleichung (4) identisch; dabei
ist weder ein Orientierungsanteil noch ein Dehnungs-
permutationsanteil beriicksichtigt. Die beim Modell Fig. 1
festgestellten Unsicherheiten hinsichtlich Vollstindigkeit der bei

Fig. 3.
Modell von P. J. Flory und J. Rehner. Die Endpunkte der Vektoren h der vier Netzbogen,
welche von einem herausgegriffenen Netzverkniipfungspunkt ausgehen, denkt man sich
in den Ecken eines reguliren Tetracders festgehalten; der herausgegriffene Netzver-
kniipfungspunkt, welcher nicht festgehalten ist, befindet sich dann ungefahr in der Tetra-
edermitte. Bei der Dehnung erfahren die Tetraederecken eine affine Transformation; der
herausgegriffene Netzverkniipfungspunkt stellt sich so ein, dass die Summe der Entropien
der vier Netzbogen ein Maximuin wird. Flory und Rehner versuchen durch dieses Modell
einer nicht vollstindigen Festlegung der Vulkanisierungspunkte Rcchnung zu tragen.

Berechnung der Doppelbrechung und der Riickstellkraft zu beriick-
sichtigenden Orientierungs- und andern Anteile iibertragen sich also
auf dieses Modell, welches sich von den Modellen Fig. 1 und 2 wesent-
lich durch die nicht véllige Festlegung des Tetraedermittelpunktes
unterscheidet. Nach Angaben der Autoren, welche das Modell in
Vorschlag gebracht haben, soll versucht werden, damit einer nicht
vollstindigen Festlegung der Vulkanisierungspunkte Rechnung zu
tragen; wir vermuten, dass dieser Ansatz richtiges enthilt; auf Grund
von neulich erschienenen Arbeiten iiber das Relaxationszeitspektrum
des Kautschuks!) moéchten wir allerdings glauben, dass diese Art
Beriicksichtigung der Verschiebbarkeit von Vulkanisationspunkten
nicht ganz befriedigen kann, indem eine Verschiebbarkeit sozusagen
aller Vulkanisationspunkte anzunehmen ist, jedoch cine Verschieb-
barkeit, welche, um wirksam zu werden, Zeit und zwar fiir verschieden
geartete Punkte extrem verschieden viel Zeit bendotigt.

Die Frage des Quellungsgleichgewichts fiir vulkanisierten
Kautschuk ist unter Beniitzung des Modells Fig. 3, sowie von Ansatz
(2) und eines von M. L. Huggins?) und gleichzeitig von P. J. Flory3)

1) W. Kuhbn, O. Kiinzle und A. Preissmann, Helv. 30, 307 und 461 (1947); W. Kuhn
und 0. Kiinzle, Helv. 30, 839 (1947).

2) M. L. Huggins, J. Phys. Chem. 46, 151 (1942); J. Am. chem. Soc. 64, 1712 (1942).

3y P.J. Flory, J. chem. Phys. 10, 51 (1942).
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angegebenen Ausdrucks fiir die Mischungsentropie vor einiger Zeit
von P.J. Flory und J. Rehnert) behandelt worden. Da wir auch die
Dehnungsdoppelbrechung mitbehandeln wollen und da ein quanti-
tativer Vergleich dann besonders wertvoll ist, wenn die einzelnen
Punkte der Berechnung klar iiberblickt werden kénnen, werden wir
eine solche Berechnung unter Zugrundelegung des Modells Fig. 2
durchfithren. Es wird sich zeigen, dass sich das Ergebnis fiir das
Quellungsgleichgewicht von dem von Flory und Rehner erhaltenen
etwas, wenn auch nicht stark, unterscheidet. Es wird sich bei dem
Unterschiede um das erwihnte, auch bei der Dehnung von Kautschuk
auftretende Dehnungspermutationsglied handeln. Wir werden
uns daher in einem nichsten Abschnitt mit der Natur und mit der
Berechtigung eines Permutationsgliedes befassen.

2. Permutationsglied.

Wir erhalten ein Permutationsglied fiir die beim Dehnen von
Kautschuk auftretende Entropieinderung dann, wenn wir die Viel- -
zahl der in der Substanz vorliegenden Netzbogen zusammen als eine
statistische Gesamtheit betrachten. Es ist eine Betrachtungsweise,
welche hinsichtlich der Orientierung der Netzbogen von W. Kuhn?),
sowie von W. Kuhn und F. Griin3) als notwendig erkannt wurde und
welche in allgemeiner Formulierung zuerst von . T'. Wall*) angegeben
wurde. Eine weitgehende Klarlegung, welche aber im nachstehenden
noch erginzt werden soll, ist in zwei vor einiger Zeit erschienenen
Arbeiten gegeben worden?)%). Wir werden uns daher im ersten Teil
dieser Betrachtung kurz fassen.

Der Einfachheit halber betrachten wir zunichst den eindimen-
sionalen Fall: Der Fadenanfangspunkt werde in den Nullpunkt des
Koordinatensystems gelegt; es befinde sich ferner bei z=0 eine Wand,
welche dafiir sorgt, dass der Fadenendpunkt nur bei posgitiven
Werten von z liegen kann. Es ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass der Fadenendpunkt eine z-Koordinate, welche zwischen z und
z+dz liegt, besitzt, gleich

3 2%

T, T 2
W(z)dz = ( 6——>'ze 2Nmim (, (6)

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion (6) besitzt ein Maximum fiir
z=0; ebenso wie im dreidimensionalen Fall die Funktion (1) fiir
h=0 ein Maximum hat.

1y P.J. Flory und J. Rehner, J. chem. Phys. Il, 521 (1943), 12, 412 (1944).
2) W. Kuhn, Koll. Z. 87, 3 (1939).
3) W. Kuhn und F. Griin, 1. c. I1.
% F.T. Wall, J. chem. Phys. 10, 132, 485 (1942), 11, 528 (1943).
5y W. Kuhn und F.Griin, J. Polymer Sci. I, 183 (1946).
5) W. Kuhn und H. Kuhn, Helv. 29, 1615, 1634 (1946); im folgenden als 1. ¢, T11T
bezeichnet.
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Betrachten wir jetzt eine Gesamtheit von g Fadenmolekeln;
teilen wir ferner die z-Achse in n-kleine Abschnitte dz,, dz,, dz,. .. dz,
ein, so ist die apriori-Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Endpunkt
einer herausgegriffenen Molekel in den bei z, gelegenen Abschnitt dz,
entfillt, gleich

3 7?

1y = 2
wﬁ(L)/ze #m A dzy (7

Entsprechend ordnen wir einer Molekel, deren Endpunkt in
dieses Intervall entfillt, eine Entropie

2
slzklnwlzkln 6 -k 37
2 AN, A2 2N, A2

m~m

+klIndz, (8)

zu. Wenn die Intervalle dz,; alle gleich gross gemacht werden, haben
wir zufolge von (8) allgemein

(8a)

eine Beziehung, die genau der Beziehung (2) entspricht. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass die Endpunkte von », ganz bestimmten
Fadenmolekeln (z. B. die Endpunkte der dritten, zwo6lften und neun-
zehnten Molekel) in das Intervall dz,;, die Endpunkte von », andern,
ebenfalls bestimmten Fadenmolekeln in das Intervall dz, fallen usw.,
ist dann gleich

W=w"w,2. ... (9)
wobei
2i7 =g (10)
ist.
Wenn z,=0 ist, z,, z;...z, dagegen von 0 verschieden sind, so
ist (nach 8a) s; der grosste unter den vorkommenden s;-Werten, w;
der grosste unter den vorkommenden w;-Werten. Nach (9) ist dann
weiter die Wahrscheinlichkeit W am grossten, wenn »;=g, vo=v5...
v,=0 gemacht werden, also dann, wenn alle Fadenenden in das bei
z=0 liegende Intervall fallen. Nach dem Gesagten ist das eine Konse-
quenz, welche nur dann eintritt, wenn alle dz; gleich gross gemacht
werden.

Wenn wir nach der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines durch
die Besetzungszahlen »,, v, ... v, gekennzeichneten Zustandes fragen,
so meinen wir damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter den
vorhandenen g Molekel-Endpunkten irgendwelche »; Endpunkte
in den Bereich dz,, irgendwelche », Endpunkte in den Bereich dz,
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entfallen usw. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ergibt sich bekanntlich
aus (9) durch Anfiigen eines Permutationsfaktors

g!
I7 !
i

(11)

also
g!
11 m
1

W — w,w," - (12)

Die Entropie dieses Zustandes ist nach dem Boltzmann’schen
Angsatz

S=kInW=kYrInw+kglhg—kXrlnn (13)
i i

Wir haben das erste Glied

Sinnerer Zustand = X Zvilnwy = Yws (13a)
1 1

als das dem innern Zustand der einzelnen Netzbogen ent-
sprechende Glied, und die Gréosse

Spermut = kglng—k Xy Inn (13b)
i

als das Permutationsglied der Entropie bezeichnet.

Fiir die Besetzungszahlen, welche (12) bzw. (13) zu einem Maxi-
mum machen und welche wir mit vy, »,,...,, bezeichnen, erhilt
man in bekannter Weise:

Vip = 8Wy5 Voo = EWas ... Vpg = gWp (14)

Die wahrscheinlichste Besetzungszahl »,, ist also gleich der
apriori-Wahrscheinlichkeit fiir das Entfallen einer beliebig heraus-
gegriffenen Molekel in das Intervall dz,, multipliziert mit der Zahl g
der auf die Intervalle zu verteilenden Molekeln. Man erkennt, dass
dieser notwendige Sachverhalt wesentlich durch Mitberiicksichtigung
des Permutationsfaktors in (12) bedingt wurde; das Ergebnis (14)
wiirden wir aus (9) nicht erhalten.

Bezeichnen wir mit W, die Wahrscheinlichkeit, bzw. mit S, die
Entropie des wahrscheinlichsten Zustandes, also desjenigen Zustandes,
der durch die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen »,,...%,, ge-
kennzeichnet ist, so erhalten wir beispielsweise aus (13) unter Be-
riicksichtigung von (14):

Se=klnW, =kX»,nwi+kglng—kXv,lns,
I 1

=kYronwi+kglhg-k Xy, Inwy—k Xv,lng==0 (15)
i i

Wegen S;=0 wird die Differenz S—S,, also die Entropieinderung
beim Ubergang vom wahrscheinlichsten, durch die », gekennzeich-
neten Zustinde zu einem durch beliebige Besetzungszahlen »; defi-
nierten Zustande einfach gleich dem Ausdrucke (13), also gleich:

S—SO:k(Zv,lnwi—Zvllnv1)+kglng (16)
1 1
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Da wegen (14) In w;=In»,—Ing ist und unter Beriicksichtigung
von (10), kann dafiir auch geschrieben werden
S—Sork(zviln Py o— 2 vy In wy) (16a)
i i

In Gleichung (16) rithren, genau wie bei (13), die beiden Sum-
manden (13b) vom Permutationsfaktor (11) her und die Beziehung
(16) gilt also unter der Voraussetzung, dass sowohlim Aus-
gangszustande (3,) als auch im Endzustande (8) voéllige
Permutierbarkeit aller Netzbogen verwirklicht sei.

Denken wir an vulkanisierten Kautschuk, so sehen wir sofort,
dass die Permutierbarkeit aller Netzbogen zwar im Ausgangszustande
S, gewihrleistet ist, indem beim Vulkanisieren einfach die Netzbogen
auf den zufillig gerade vorliegenden Wert von h festgelegt wurden; es
wiirden sich beim ILidsen der Vulkanisierungspunkte die Verteilungs-
funktion (6) bzw. die »;, nicht dndern; dndern wiirde sich nur die
individuelle Art der Verwirklichung der Besetzungszahl »;,. Betrachten
wir anderseits den Ubergang zum gedehnten Zustande des vulkani-
sierten Kautschuks, so schen wir, dass jeder Netzbogen von dem
h-Werte, auf den er beim Vulkanisieren der nichtgedehnten Probe
festgelegt worden war, in eine bestimmte andere Endlage iiber-
gefiihrt wird. Es ist infolgedessen unklar, ob beim Dehnen
des vulkanisierten Kautschuks die Permutationsglieder
(13b) iiberhaupt eine Berechtigung behalten, ein Punkt, auf
den der eine von uns gesprichweise durch Herrn P.J. Flory auf-
merksam gemacht wurde. Es stellt sich also die Frage, ob wir fiir den
Fall des vulkanisierten Kautschuks vom Ausdruck (12) zu (9) bzw.
vom Ausdruck (16) zu (13a) zuriickkehren miissen. Wir werden sehen,
dass diese Frage grundsitzlich mit ja, hinsichtlich des Endergeb-
nisses mit nein beantwortet werden muss.

1
1
|
|
|
i
|
|

—

Ze=o
Fig. 4.
Gesamtheit von Fadenmolekeln, bei wclchen der Anfangspunkt bei z = 0 festgehalten ist.
Der Endpunkt kann sich auf einer Parallelen zur z-Achse im Bereiche positiver Werte
von z bewegen.

Betrachten wir gemiss Iig.4 eine Gesamtheit von Faden-
molekeln, bei welchen der Anfangspunkt bei z=0 festgehalten ist,
108
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wihrend der Endpunkt sich auf einer Parallelen zur z-Achse im
Bereiche positiver Werte von z frei verschieben kann. Wenn wir den
Bereich der Variablen z in Intervalle dz; einteilen, so haben wir ge-
sehen, dass die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen durch Gleichung
(14) gegeben sind. Diese Verteilung erhilt sich dadurch stationir auf-
recht, dass einzelne Fiden ihren z-Wert vergrossern, andere ihn in-
folge Brown’scher Bewegung verringern. Die Entropie der Gesamtheit
ist dabei durch (15) gegeben.

Denken wir uns nun plotzlich jeden der Fadenendpunkte fest-
gehalten und die Bewegung der Fadenendpunkte relativ zueinander
mechaniseh so gekoppelt, dass alle Fiden sich entweder gleichzeitig
dilatieren oder gleichzeitig (etwa um einen Faktor 7) in der z-Richtung
kontrahieren missen. Offenbar geht dadurch, dhnlich wie
beim Vulkanisieren von Kautschuk, die Permutierbarkeit
der Faden verloren. Es kommt jetzt nicht mehr vor, dass
ein Faden, welcher einen kleinen z-Wert besitzt, sich
dilatiert, wihrend sich dafiir ein Faden mit grossem z-Wert
statistisch kontrahieren wiirde.

Auf der einen Seite mdichte man nun erwarten, dass in dem so
gekoppelten System eine Kontraktion eintritt, indem ja geméss (8a)
die Entropie jedes einzelnen Fadens abnimmt, wenn der zugehorige
z-Wert verringert wird. Anderseits miissen wir sagen, dass die Gleich-
gewichtsverteilung im nichtgekoppelten System dadurch zustande
kam, dass einzelne Féiden ihren z-Wert freiwillig vergrosserten, andere
ihn freiwillig verringerten und dass diese Tendenz auch bleiben muss,
nachdem der Koppelungsmechanismus in Funktion gesetzt wurde.
Es ist dann schwer einzusehen, wie sich die kinetische Expansions-
und Kontraktionstendenz in der stationdren Verteilung (Gleichung 6)
zwar in Abwesenheit der Koppelung im Mitte]l von selbst kompen-
sieren soll, sich bei Hinzufiigung der Koppelung aber nicht mehr weg-
heben soll. Dabei ist weiter klar, dass die Expansions- und Kontrak-
tionstendenzen der einzelnen Fiden, welche sich in der normalen Ver-
teilung (Gleichung 6) kompensieren, im Zeitmittel an jedem einzelnen
Faden festzustellen sind und dass diese Tendenzen und ihre
Kompensation eigentlich mit einer Permutierbarkeit der
Fiden in der Gesamtheit nichts zu tun haben. Jeder Faden
wird, auch wenn er ganz allein ist, im Laufe der Zeit seinen z-Wert
manchmal vergrossern, manchmal verkleinern, so dass sich im Zeit-
mittel die Verteilungsfunktion (6) ergibt.

Es ist hiernach zu vermuten, dass bei einer der Vulkanisierung
von Kautschuk dhnlichen Kopplung der einzelnen z-Werte des Systems
Fig. 4 das Gleichgewicht erhalten bleibt, jedoch in solcher Weise,
dass das Gleichgewicht aus dem Verhalten des einzelnen
Fadens und ohne Annahme der nicht mehr vorhandenen
Permutierbarkeit erklirt wird.
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Um zu zeigen, dass dies der Fall ist, betrachten wir zunichst den
Spezialfall der Dilatation (oder Kontraktion) aller z-Werte in Fig. 4
um einen Faktor t.

Zuerst suchen wir die Entropieinderung, welche sich auf Grund
der Gleichung (16) ergeben wiirde, einer Gleichung, welche von der
Voraussetzung der Permutierbarkeit Gebrauch macht und welche
wir daher ablehnen mochten. Nach der Dehnung um einen Faktor
befinden sich bei z; in einem Intervall von der Grosse dz; diejenigen
Fadenendpunkte, welche sich vor der Dehnung bei zj/t in einem
Intervall von der Grosse dz;/r befunden hatten; d. h. es ist nach der
Dehnung

33

PR X W
3 2 *2N_ar d
nog(—- > e [ 2Tmim C2 (17a)
aNp AL T
wihrend vor der Dehnung gewesen war
) 3 z;?
6 BT eN_ Al
iy == g ,:’__ 2——) e mom o dz (17)
aNpAL

Eingetzen in (16a) ergibt fiir die unter Voraussetzung der Permutier-
barkeit berechnete Entropieinderung beim Dehnen:

73%

6 ta ey ar 2 7,2
5-8g = kg ——-, Ee PENp A, Az 37 —+1In dz1+¥3-L!~7—lndz,+lnr
aNpAL . T 2N, AL 22N A
1

[unter Voraussetzung von Permutierbarkeit aus (16a))]. (18)
Wenn wir die Summe durch ein Integral ersetzen, konnen wir
hierfiir auch schreiben

g 3z

) 's - St 42 2
S-8y=kglnt+kg _ b 3 e’ AL —3—%+~ 3Z——j— dz (18a)
aN_A 2Np AL 23N AL | T
0

m m m
{unter Voraussetzung von Permutierbarkeit aus (16a)].

Anderseits betrachten wir die Entropie im vulkanisierten
System vor und nach der Dehnung unter Ausschluss der Per-
mutierbarkeit. Vor der Dehnung liegen im Intervall dz; irgend-
welche »;, Molekelendpunkte. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
gerade diese bestimmten Fadenendpunkte in dieses Intervall fallen,
ist entsprechend Gleichung (9) und unter Beriicksichtigung von (7):

37i* V1o

3 6 Y —W
W wy = L _z e mom oz, (19)
aNgp AL

Nach der Dehnung befinden sich die Endpunkte derselben
Fiaden bei z;-7 in einem Intervall von der Grosse dz;-r. Die Wahr-
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scheinlichkeit dafiir, dass der Endpunkt einer vorgegebenen Faden-
molekel in das bei z;7 liegende Intervall dz;v fillt, ist offenbar nach
(7) gleich

2222
3727

% e
w9 ' Patm gy, (19a)
aNy, A12n

und die Wahrscheinlichkeit, dass gerade die vorgegebenen »;, Faden-
endpunkte in dem neuen Intervall liegen, gleich

3z’ V10
6 % TN AT
wW=wt=|{— ] e mTm dgyT (19b)
nNmAfn

Der Beitrag zur Entropieinderung, welcher davon herriihrt, dass
die urspriinglich im Intervall dz; befindlichen Fadenenden indivi-
duell in das bei z;7 liegende Intervall dz;v itbergefiihrt werden, ist
infolgedessen gleich

2 2.2
s%s:khw%kMW:kHJ 3“2 _3“’2+mi (19¢)
2N A% 2N, A%

Sie ist einfach proportional der Anzahl », der Fadenenden,
welche sich im normalen Zustande im Intervall dz; befanden. Die
Gesamtentropieinderung S—=S, ergibt sich aus (19¢) durch Summie-
rung iiber alle »;,-Werte zu

2 2,2
S—-8, =k E vw[ 324 PR 371 12 +lnr]
- 2N, AL 2N AY
3 02 2.2
y T A
:kglnt+kg(—62_>/22e 2N AL 37 — 3z 12 dz
aNp AL - 2N AL 2N AL
Ersetzen wir auch hier die Summe durch ein Integral, so wird

oc 3z
1, % 2 2,2
S_So:kghl-;.g_kg(__g__z_)/z o 2N AL 3z - 327 .. (20)
a N, AL 2N, A2 2N A2
0

{Entropieiinderung fiir Ubergang aus dem Normalzustand zur individuellen Verteilung
im gedehnten Zustand unter Ausschluss von Permutierbarkeit.)

Wir brauchen in (18a) nur die Variable z/v durch z zu ersetzen
{was die Integrationsgrenze in {18a] ungeiindert 14sst) und sehen, dass
dann (18a) mit (20) identisch wird. Die Giiltigkeit der Beziehung
(18a)oder (20)ist alsoin Wirklichkeit frei von der Voraus-
setzung einer Vertauschbarkeit der Netzbogen.

Indem wir auf die Einzelheiten der Begriindung von (18a) zu-
riickgehen, stellen wir fest, dass der Permutationsanteil (13b) bei der
Bildung von (S—=8,) das Glied

(S~ Sy)permut = kglnz Permutationsanteil von (18a) (21)
liefert.
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Bei der ohne Annahme einer Permutabilitdt durchge-
fiihrten Betrachtung sehen wir anderseits aus (19a, b, ¢) und (20),
dass der in (20) auftretende Summand kg Inv davon herriihrt, dass
das Intervall dz; bei der Dehnung in das grossere Intervall dz;z
itbergefithrt wird. Dieser Summand rithrt also nur davon her,
dass das dem vorgegebenen Faden zur Verfiigung stehende
Intervall bei einer parallel zur z-Richtung der Fig. 4 er-
folgenden Dilatation um einen Faktor v vergréssert wird.
Aus (7) ersieht man, dass eine Vergrosserung des Intervalls dz sofort
eine Vergrosserung der auftretenden apriori-Wahrseheinlichkeit zur
Folge hat. Esist dies eine Erhéhung der Wahrscheinlichkeit,
welche mit Permutierbarkeit nichts zu tun hat und welche
in ganz analoger Weise auch bei Gasen oder verdiinnten Loésungen
auftritt:

Wenn das einer einzelnen Gasmolekel zur Verfiigung gestellte Volumen von v, auf
v, = TV, vergrossert wird, so dndert sich dic Entropie vonklnv,auf klnv, = kInv,+
k In 7. Ist nicht eine einzige, sondern sind g Molckel in dem Volumen v; enthalten, welches
nachher auf v, = vv, vergrossert wird, so ist dic Entropieinderung g mal so gross, also
gleich S—S; = kgIn 7.

Den in (20) vorkommenden Summanden k glnt miissen wir
demnach als Intervalldilatationsanteil der Entropieinderung
deuten. Er tritt bei der Ermittlung der individuellen, beim Dehnen
von vulkanisiertem Kautschuk erfolgenden Entropieinderung quali-
tativ und quantitativ an die Stelle des Permutationsanteils,
welcher bei der entsprechenden Deformation einer nicht vulkani-
sierten Gesamtheit auftreten wiirde.

Verallgemeinerung: Wir haben vorhin die Aquivalenz des Intervalldilatations-
antcils mit dem sogenannten Permutationsanteil nachgewiesen fiir den Spezialfall, dass
die apriori Wahrseheinlichkeiten durch (7) gegeben waren und dass die Storung der wahr-
scheinlichsten Verteilung in einer parallel zur z-Achse in Fig. 4 erfolgenden Dilatation
aller z-Werte um einen Faktor T besteht. Die Betrachtung lasst sich aber weitgehend ver-
allgemeinern: Es sei im allgemeinen Fall

wy = @(zy)dz (22)
wobei

[ olz)dzy =1 (22,1)
0

Die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen »y, sind dann, falls das Gesamtsystem
wiederum aus g Teilchen besteht:
v = g @lz)dzy (22,2)
Wir fithren jetzt eine Zustandsinderung dureh, bei welcher der Wert der Endpunkts-
koordinate z, iibergefiihrt wird in
zo,1 = 1(21) (22,3)
und das Intervall dz, in
dzcyl = {'(z;)dz; (22,4)

Dic Zahl »; von Endpunktskoordinaten, welche nach der Zustandsinderung in
dem bei z, gelegenen Intervall dz; licgen wird, ist gleich der Anzahl von Endpunkts-
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koordinaten, welche vor der Zustandsinderung in einem bei {; gelegenen Intervall d ¢,
gelegen hatte, wobei

z; = £({y) (22,5)
dz, =1{(§)d g (22,6)

ist. Diese Anzahl ist (nach 22,2)
v = go(f)dd; (22,7)

Auf Grund der eine Permutierbarkeit voraussetzenden Formel (16a) erhalten wir
daher fiir die bei der Zustandsénderung auftretende Entropiedifferenz

S—8, = kg X ¢(l)d &i{In [¢(z) dz] - In [ () d ]} (22,8)

(unter Voraussetzung von Permutierbarkeit aus (16a))

oder, als Integral geschrieben:

S—S,=kg [ () {ln [e{t@}t(©d¢]-In [qo(c)dc]} d¢ (22,9)
0

Fiihren wir anderseits, unter Ausschluss der Permutation eine Molekel individuell
aus dem bei z; gelegenen Intervall dz; in das bei z, 1 gelegene Intervall dz, 1 (Gleichung
22,3 und 22,4), so ist die individuelle Entropieanderung gleich

kin [@(ze 1) dze, 1]—kln [p(z;)dz] (22,10)

Dabei ist zu beachten, dass die Anzahl von Teilchen, die sich vor der Zustands-
anderung im Intervall dz; befanden, durch (22,2) gegeben ist.

Der Beitrag der Teilchen, welche vor der Zustandsinderung im Intervall dz, gelegen
hatten, zu der bei der Zustandsénderung erfolgenden Entropieinderung ist daher

g@(z)dzy {kIn [p(ze 1)z, 1]~ KkIn [p(z))d 7]} (22,11)

und wir erhalten fiir die gesamte bei der Zustandsinderung erfolgende Entropieinderung
(Summe der an den einzelnen Molekeln hervorgebrachten Entropicinderungen):

S—8,= nglp(Zi)dZI {ln [p(ze,1)d2Ze,1] —1In [(p(zi)dzl]] (22,12)

Ersetzen wir die Summe durch ein Integral, so wird

oo
S—8y=kg [ o) {111 [q; {f(z)] f/(z)dz] ~In [zp(z)dz]} dz (22,13)
0
(fiir Zustandsianderung der individuellen Molekel, unter Ausschluss der Permutierbarkeit.)

Nun ist (22, 13) mit (22,9) bis auf die Bezeichnung identisch.
Esist damit endgiiltig gezeigt, dass das bei Zustandséidnde-
rung einer permutierenden Verteilung auftretende Per-
mutationsglied der Entropie bei der gleichen Zustands-
dnderung einer nicht permutierenden Verteilung in der-
selben Grosse und mit denselben Vorzeichen als Inter-
valldilatationsanteil auftritt.

Die Ubertragung von der eindimensionalen auf die mehrdimen-
sionale Verteilung ist, da sich die Entropien addieren, einfach und soll
daher nicht im Einzelnen ausgefiihrt werden.

Wir haben in dieser und in fritheren Arbeiten schon darauf hin-
gewiesen, dass bei der Dehnung von elastisch festem Kautschuk die
Frage, ob Permutationsanteile bei der Entropieberechnung in Rech-
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nung zu stellen seien oder nicht, insofern eine rein mathematische
Frage ist, als sich der Dehnungspermutationsanteil gegen den Orien-
tierungsanteil exakt weghebt.

Wie eine Betrachtung der fiir den Orientierungsanteil gegebenen
Berechnung zeigt, handelt es sich auch bei der Orientierung der
Netzbogen im vulkanisierten Kautschuk um einen Intervalldilata-
tionsanteil, so dass es zwei Intervalldilatationsanteile sind, welche
sich bei der Dehnung des vulkanisierten Kautschuks kompensieren.
Wir werden nun sehen, dass eine solche Kompensation im Falle des
Quellungsgleichgewichts nicht stattfindet, so dass der Ausdruck fir
dieses Gleichgewicht etwas, wenn auch wenig verschieden ausfallt, je
nachdem der Intervalldilatationsanteil beriicksichtigt wird oder nicht.

3. Quellung und Quellungsgleichgewicht.

Der zunichst losungsmittelfreie, ungedehnte, vulkanisierte Kau-
tschuk wird durch Zugabe eines Losungs- oder Quellungsmittels auf
das q-fache seines urspriinglichen Volumens gequollen. Offenbar
findet hierbei eine allseitige isotrope Dilatation um einen Faktor

T=q"° (23)
statt. Die Zustandsinderungen, welche sich dabei abspielen, beziehen
sich dabei einerseits auf den Zustand der Netzbogen des Kautschuks,
anderseits auf die Vermischung bzw. Verdiinnung der den Kautschuk
aufbauenden Substanz mit dem Losungsmittel. Dementsprechend
suchen wir die beim Quellen auftretende Entropieinderung als Summe
von zwel Anteilen zu bestimmen, von denen der eine die Entropie-
dnderung der Netzbogen des Kautschuks, der andere die Vermischung
mit dem Losungsmittel behandelt. Wir werden allerdings sehen, dass
sich die beiden Anteile nicht ganz voneinander trennen lassen.

Bemerkung: Wir weisen daraufhin, dass wir bei dicser Betrachtung bewusst
cine Reihe von Effekten vernachlassigen, welche das Bild bei Betrachtung der hoheren
Naherungen, bzw. im Bereiche starker Dehnungen oder Quellungen, etwas verschieben
wiirden. Nicht beriicksichtigt bleiben namlich 1. die bei starken Dehnungen der Netz-
bogen erfolgende Wanderung von Vulkanisicrungspunkten, 2. das Auftreten
energie-clastischer Anteile der Riickstellkraft (bzw. der freien Energic) bei
starker Dehnung der Netzbogen und 3. das schliessliche Zerreissen stark gedchnter
Netzbogen. Dicgenannten Effekte sind in einer kiirzlich erschienenen Arbeit von W. Kuhn
und H. Kuhn (1. c. ITI) firr den Fall starker Dehnung von ungequollenem Kautschuk
behandelt worden. Der Einfluss dieser Effekte auf das Verhalten gequollener Systeme
soll in einer spitercn Arbeit untersucht werden.

a) Entropieinderung der Netzbogen beim Quellen des
Kautschuks.

Die Entropieinderung, welche eintritt, wenn eine dreidimen-
sionale Gesamtheit G von Netzbogen, die sich zunichst in der nor-
malen Verteilung

dGp p,qn = GBe” ®™h2dh (24)
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befindet, isotrop um einen Faktor 7 gedehnt, d. h. der Transformation
X'=x17; y=y1; z=z71 (25)
unterworfen wird, ist 1. ¢. III angegeben worden.
Fiir die erste Niherung kime dabei
(24a)

B — 3 32 4
(Fmaz) 7

2
P(h) = TN AL ;h e (24b)
m m

und

Fir hohere Ndherungen sei auf jene Arbeit verwiesen. Durch die
Transformation (25) werden alle Werte von h in h -t {ibergefiihrt. Die
dabei auftretende Entropieinderung betrigt nach Gleichung (41)
der genannten Arbeit (wenn wir im dort aufgezeichneten Integral die
Variable h/r durch h ersetzen):

o
(8= S0) piatation = 3 kG Int-kGB [6~ @ [B(h-7) - B(h)]h2dh (26)
0

oder, wenn wir auf Grund von (23) anstatt des Dilatationsparameters
7 den Quellungsgrad q einfiihren:
(8—=15,)

Dilatation = kG q-kGB [¢”*® [d(h-g¥)- d(m)| h2dh  (26a)
0

Dabei stellt der Summand 3 kG Inz in (26) bzw. der Summand
kGIng in (26a) das Dehnungspermutationsglied, oder wie wir jetzt
besser sagen, das Intervalldilatationsglied dar. Es trigt also der
Tatsache Rechnung, dass das Volumen 4 wh%dh der zwischen h und
h-+dh liegenden Kugelschale bei der Transformation (25) eine Ver-
grosserung um einen Faktor 73 erfahrt. Wenn wir uns die Anfangs-
punkte der Netzbogen in den Nullpunkt eines x, y, z-Koordinaten-
systems gelegt denken, so beriicksichtigt also der Summand
kG Inq in (26a) die Tatsache, dass sich die Molekelend-
punkte und damit auch die Molekelmittelpunkte nach der
Quellung auf ein um einen Faktor q grdsseres Volumen
als vor der Quellung verteilen. Wir werden diesem letzteren
Umstande Rechnung zu tragen haben, wenn wir uns mit dem Entropie-
anteil befassen, welcher die beim Quellen stattfindende Wechselwirkung
zwischen Lésungsmittel und gelostem Kautschuk beriicksichtigt.

b) Entropiednderung als Folge der Verdinnung der den
Kautschuk aufbauenden Substanz mit dem Lésungsmittel.

Von M. L. Huggins (L. c.), sowie von P.J. Flory (l.¢.) ist auf
Grund statistischer Betrachtungen die Entropieinderung berechnet
worden, welche eintritt, wenn 1 cm?® einer hochpolymeren Substanz
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(also G Einzelfiden) mit (q—1) cm3 eines niedrig molekularen Lo-
sungsmittels vermischt werden.

Ist M; das Molgewicht der Netzbogen, ¢ die Dichte der hochpoly-
meren Substanz im ungequollenen Zustande, N, die Loschmidt’sche
Zahl pro Mol, so ist die pro cm? des nicht gequollenen Hochpolymeren
vorhandene Anzahl von Netzbogen gleich

oN,

G — Br (27)

Ist ferner p, die Dichte des Losungsmittels, M; dessen Mol-
gewicht oder
M,
»Ql
das Molvolumen des Losungsmittels, so ist offenbar die in (q—1)
cm?® des niedrig molekularen Losungsmittels enthaltene Anzahl von
Lésungsmittelmolekeln gleich

P = (28)

glz(q—l)ﬁ (29)

71
Bei Beniitzung dieser Bezeichnungen lautet der Ausdruck fir die
Mischungsentropie von G Einzelfiden bzw. von 1 cm? der ungequol-

lenen Substanz mit (q—1) cm? Losungsmittel
. [¢
Sytischg = k& In q—l i +kGlnq (30)

Er setzt sich also aus zwei Summanden zusammen. Der erste ist
proportional der Anzahl g, der Molekel des Quellungsmittels, und
trigt gewissermassen der Anderung der Verteilung der Losungsmittel-
molekel beim Quellen Rechnung, wihrend der andere Summand pro-
portional der Anzahl G der Netzbogen ist und der Tatsache Rechnung
tragt, dass das Volumen, iiber welches sich die Schwerpunkte der
Netzbogen verteilen konnen, beim Quellen um den Faktor q zu-
nimmt.

¢) Gesamte Quellungsentropie.

Hierzu stellen wir nun fest, dass sich die eben gegebene Begriin-
dung fiir den zweiten Summanden in (30), also fiir k G Inq, inhaltlich
deckt mit der Begriindung, die wir fiir den gleichlautenden ersten
Summanden in Gleichung (26a) angegeben haben. Bei der Bespre-
chung von (26a) haben wir ja festgestellt, dass das Glied kG Ingq
davon herriihrt, dass sich die Fadenendpunkte nach dem Quellen
iiber ein um den Faktor q grosseres Volumen als vor dem Quellen
verteilen konnen.

Da aber die Verteilung der Molekelschwerpunkte mit
der der Molekelendpunkte gekoppelt ist, so ergibt sich,
dass wir den Summanden kG Ing bei Bildung der beim
Quellen auftretenden gesamten KEntropieinderung nur
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einmal beriicksichtigen diirfen. Wir erhalten also fiir die ge-
samte Quellungsentropie aus (26a) und (30) unter Weglassung des
einen der Summanden kG Inq:

o

~@(h 1
Quemmg:kGlnq—kGBfe 20 (@ (h %)~ @ (h)] h2dh+kg ln—1_ (31)

(8—8,)
total 3 q-1

Setzen wir fiir die Auswertung des in dieser Formel vorkom-
menden Integrals die N#herungswerte fir B und fir @(h) aus
(243 und b) ein, so erhalten wir

-kGBfe”""h) [@(h-q%)- B()]h2dh = — kG —3—((12/3—-1) (32)
0
und somit

(8=5)

Quellung
total

Wenn wir (27) und (29) beriicksichtigen und Ny -k=R (universelle
Gaskonstante) setzen, konnen wir fiir (33) auch schreiben:

~kGlnq-kG 3l"—1)+kaln s (33)

0 35 0 (q2 R
(8= S0} Queltang = lenq—?Rm(q 1)+

—{(q-1)1n
total L

q-1 (34)

Der von Flory und Rehner fiir die Quellungsentropie durch eine
im iibrigen #hnliche Betrachtung unter Beniitzung des Modells Fig. 3
erhaltene Ausdruck unterscheidet sich hiervon durch das Fehlen des
ersten Summanden rechts und lautet also

3

0 R
(S=S0) ouertung = — 5 B3 (¢*#~1)+——{(g—1)1n
s =72 g (@1,

i (34a)

(berechnet von P. J. Flory und J. Rehner fiir Modell Fig. 3)

Ein Uberblick iiber die fiir die Beziehung (34) gegebene Begrin-
dung zeigt, dass (34) in (34a) iibergehen wiirde, wenn wir so-
wohl in (26a) als auch in (30) das Intervall-Dilatations-
glied kG Inq weglassen.

Beniitzen wir an Stelle von (24a) und (24b) die besseren Nahe-
rungen [vergleiche 1. ¢. IIT Gleichung (3) und (4)]:

oo
1

_[-em
= ——fe h2dh (35)

0
und

3 h? 9 h \* 99 h \°* 1539 h \*
Dh) = o ——+ N i | —— ) +7350 + +eeet (36
2 NmAxﬂix m{20 <NmAm> 350 Nm Am 7000 NmAm> ( )

so wird zunichst, wenn wir zur Abkiirzung

2 2
ht = 5 Np AL (36a)
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und nachher
} 2
]‘—2 =x? (36b)
19
setzen:
_n
—om n 1 h' 4 h® 38 h% 1 h8 44 hio
e —=e 1- 5 — 5~ i — P _To+...
5N, hy 525N7 h; 875 N3 2625 N3 h,

8
und (37)

_+_
hg 50 N2 h;
! 4
--hg/;f"’[xz ! x&— 4 x8 38 x104 ! X104+ 44 x‘2+---]dx

T5N,  b525N% 85N 50NL 2625 N

:hgﬁ[}_ 3 +_{3 + 18 _+_}

|4+ 16N, 640N2 25N%

B

4 {1 3 77 129 } (38)

= — 1+ + = +
ho/n| 4N, 160N B50N3
In dhnlicher Weise wird [bei der teilweisen Auswertung von (26)}:

5
m

(0]

- & 2 s 3 15 91 68499 1
e @(h)h2dh = h, Vni—— —+ —+ R
/ 8 32N, 1280N2 12800 X3

(39)

0

Das andere bei der Auswertung von (26) zu bestimmende Integral
fe"‘“h) ®(h-7)h2dh (40)
[{]
lasst sich in dhnlicher Weise behandeln. Wir brauchen nur in (36) h
durch h-7 zu ersetzen und die Reihenentwicklung (37) zu beachten.
Wir erhalten dann fir (26) insgesamt:

3 1 15 1 91 1 68499

8§ TN_ 32 ' Nz 1280 xi 12800

(S—SO)Dilntatim: 3kGlnt+kG 1 ml_g’_ml'mlg””" 1 18
TN 16T 60 N2 B
(41)
2 §_1‘31+__1?9+1E}+,a[1i__1_@ Lﬁ%] ,G[u_g@} s 18
8 § 32 p2 26 p3 800 N 16 N2 320 y3 12800 N2 40 N3 800 ¥3 800
'-kG m m m m m m m m m

f 13 183 188

D

Unter Beachtung von (23) erhalten wir fiir die totale Quellungs-
entropie aus (41) und (30) zusammen wiederum unter Weglassung des
einen der Summanden kG Inq unter Beachtung von (27) und (29):
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3 1 15 1 91 1 68499

— *_+ - —‘+__‘___.h
27N, 8 N2 820 N3 3200
13 1 13 1 72

R N (AR R

(8-5,)

4 [4
Quellung — R MT Ingq+R m

total

Goa LAt 1%, 150l
Ro RS RTT

= e Rl Pl i
Nm4 ern 80 Nm3-00

g f3 181 199 14257} 4,3[13 1 189 19503} 2[111 1108] 5, 1513

3 1 13 1 12

M (RL I S UL N T
2 3 9
N, i N 160 N 25

R q
+tp1 (q—1) In G-1
Zu den Naherungen (40) bis (42) ist zu bemerken, dass das Integral (40) fir v>1
zunidchst nicht konvergiert, indem @(h-7) fiir h-t>Ny A, unendlich wird, e~ ?®
dagegen endlich bleibt. Dadurch dass fiir @(h) bzw. ®(h-7) bei der Auswertung von
(40) die Reihenentwicklung (36) beniitzt wird, wird das Unendlichwerden des Ausdrucks
(40) vermieden, und zwar in einer physikalisch sinnvollen Weise: Die Tatsache, dass
@ (h-7) fiir ht>N, A, unendlich wird, entspricht (vergleiche 1. ¢. III) der Tatsache,
dass der Abstand zwischen Anfangs- und Endpunkt eines Netzbogens nicht grosser als
dessen hydrodynamische Lange N, A, werden kann ohne dass energieelastische Krafte
auftreten und schliesslich ein Zerreissen der Netzbogen eintritt. Das Abbrechen der
Reihenentwicklung der Funktion @(h-7) entspricht nun einer Beriicksichtigung der
eben genannten Tatsache, dass infolge der energieelastischen Dehnbarkeit der Faden-
elemente die Entropie der fast gestreckten Netzbogen auch fir hr = N A, nicht
unendlich wird und selbst fiir hv>Npy A, endlich bleibt. Es ist vor kurzem gezeigt
worden!), dass infolge der energieelastischen Dehnung die Entropie der einzelnen Netz-
bogen bis zum endgiiltigen Zerreissen grob angenihert in solcher Weise anwichst, wie es
einem Abbruch der Reihenentwicklung der Funktion @ (h7) beim vierten Glied entspricht.

Nicht beriicksichtigt in den Ausdriicken (40) bis (42) sind dagegen die an der Entropie
des Gesamtsystems durch das schliesslich eintretende Zerreissen der stark gedehnten
Netzbogen hervorgerufenen Auswirkungen. Diese Auswirkungen wiirden darin bestehen,
dass die zerrissenen Netzbogen (ahnlich wie im ungequollenen Kautschuk [siehe 1, ¢. ITI]),
in die wahrscheinlichste Konstellation zurtickkehren, zur Entropie S—S8, also nichts
beitragen. Auf die beim starken Dehnen der Netzbogen auftretende Energieelastizitit,
welche in den Ausdriicken ebenfalls nicht beriicksichtigt ist, haben wir schon hingewiesen.
Wir werden auch nachstehend nochmals hierauf zuriickkommen.

d) Quellungsgleichgewicht.

Zur Bestimmung des Quellungsgrades (.., welcher sich ein-
stellt, wenn vulkanisierter Kautschuk mit einer grossen Menge von
reinem Lisungsmittel in Berithrung gebracht wird, beniitzen wir die
Forderung, dass im Quellungsmaximum

oF oU 08
9q — g Yoq =" (43)

sei, wenn F die freie Energie, U die Gesamtenergie bedeutet.

1) W. Kuhn und H. Kuhn, Helv. 29, 1095 (1946).

(42)
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Fiir die Abschitzung der Grosse 0U/dq schliessen wir uns den
Betrachtungen von Huggins (1. ¢.) und Flory (1. ¢.) an, welche fiir die
Losung einer hochpolymeren Verbindung in einem niedrig moleku-
laren Liésungsmittel auf halbempirischem Wege die Beziehung finden

oU B
g ar w
Hierin ist B eine von der Konzentration unabhingige Konstante,
welche in Wirklichkeit sowohl den Abweichungen der Entropie
reeller Systeme von der unter idealisierenden Voraussetzungen be-
rechneten Entropie als auch der Existenz einer endlichen Verdiin-

nungswirme Rechnung tragt.

Wenn die Mischungsentropie genau z. B. durch (30) gegeben
wire, so wire (B/q%*dq die Wiarmemenge, welche dem Systeme zuzu-
fithren ist, wenn einer Losung, welche einen ecm3 der hochpolymeren
Substanz und ¢—1 em?® Losungsmittel enthélt, bei konstanter
Temperatur dq cm? Losungsmittel zugesetzt werden.

Einen weitern hier nicht beriicksichtigten Beitrag zur freien Energie bzw. zum Glied
0U/0q in Gl. (43) liefern diejenigen Netzbogen, welche im gequollenen System energie-
elastisch beansprucht werden. Wir haben auf diese Tatsache schon zu Beginn von
Abschnitt 3 und sodann nochmals am Ende von Abschnitt 3¢ hingewiesen. Es handelt
sich um den Beitrag derjenigen Netzbogen, welche zufillig schon vor der Quellung einen
grossen Wert des Parameters b (Abstand zwischen Anfangspunkt und Endpurkt) auf-
wiesen und welche nach der Quellung auf einen Endpunktsabstand hz gebracht werden,
welcher gleich Ny A, oder etwas grosser als N Ay, ist. Wie erwihnt, verzichten wir in
der vorliegenden Arbeit auf eine Beriicksichtigung dieser durch energieelastische Be-
anspruchungen von Netzbogen hervorgerufenen Auswirkungen. Die Beriicksichtigung
wiirde, wie man qualitativ leicht erkennt, bei massigem Quellungs- und Dehnungs-
grade eine Herabsetzung des Quellungsgrades im Quellungsmaximum, sowie eine Stei-
gerung der Riickstellkraft am gequollenen und zusitzlich gedehnten Versuchskoérper
bewirken.

Die Beziehungen (43, 44) liefern eine gute Ubereinstimmung mit
der an einer Reihe von Kautschuklésungen in einem weiten Konzen-
trationsbereich experimentell bestimmten freien Energie. Sie sind
auch von Flory und Rehner (1. c.) zusammen mit dem von letzterem
fiir die Quellungsentropie gefundenen Ausdruck (34a) zur Berechnung
des Quellungsgleichgewichts beniitzt worden. Beniitzen wir fiir die
Quellungsentropie den Ausdruck (34), so liefert die Bedingung (43),
unter Berlicksichtigung von (44):

@1 ppe ~h BI[ q o1 1y B
RTMr q RTqu +<}71 [lnq_1+(q 1){q q—l}] q® (45)
und dies wird, wenn wir nach M; auflésen und gleichzeitig den dem
Quellungsgleichgewicht entsprechenden ¢-Wert mit q,,, bezeichnen:

(46)

2/3

5 P10 ... 9max

My = (qnllzx - qmax) q o B l:fur‘N; <1
In max 2

— 2 _q -
Upan — 1 max~ RT

2
qmax
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Setzen wir ndherungsweise

o Gmex 111 1 1

= +
2 3 4
1 Imax 2 Imax 3 Amax 4 Amax

Amax—

so folgt an Stelle von (46):

2/3

) 2 q10 ... Omax
My == (qm::n - qmax) 2Bg 5] 1 |:fur‘Nm" < 1

+ gt +
RT 3 e ;gqux

(47)

Der von P. J. Flory und J. Rehner an Stelle von (46) auf Grund
von (34a) gefundene Ausdruck fiir M; lautet:

— b no
M, = qm-';X 3 ™ (46a)
max

1 “maxT RT

max

In

2
qmax

(Ausdruck von Flory u. Rehner)

Er unterscheidet sich, wie man sieht, etwas von (46). Der
Unterschied (Auftreten des Gliedes —q,, neben q 2 in [46]) ist
aber so beschaffen, dass eine experimentelle Priifung an der Erfahrung
auf Schwierigkeiten stosst: ist ndmlich q,,,, relativ klein, z. B. gleich
2 oder.3, so ist zwar der Unterschied zwischen (46) und (46a) betracht-
lich; gleichzeitig wird aber, wie wir sogleich sehen werden, der Aus-
druck (46) in diesem Gebiet unbrauchbar; bei grossen Werten von
Qay anderseits sollten (46) bzw. (47) gut brauchbar sein; doch wird
hier der Unterschied zwischen (46) und (46a) so geringfiigig, dass ein
Entscheid durch Vergleich mit der Erfahrung ebenfalls kaum durch-
fithrbar ist.

Gilltigkeitsgrenzen.

Eine weitere teilweise Verbesserung der Beziehung (46) und im
Zusammenhang damit eine wichtige Begrenzung von deren Giiltig-
keit ergibt sich daraus, dass die Ndherung (34) fiir die beim Quellen
auftretende Entropieinderung bei relativ starker Dehnung der Netz-
bogen ungiiltig wird. Tatsichlich muss ja (34) bei relativ starker Ent-
knéduelung der Netzbogen durch (42) ersetzt werden.

Setzen wir diese Beziehung an Stelle von (34) in (43) ein, wobei
wir gleichzeitig N,>1 voraussetzen, wiahrend wir hinsichtlich der
iibrigen Grossen die bei (47) beniitzte Niherung anwenden, so er-
halten wir:

7/3 3 11/
5z _ T Ymax i 11 Ynax 513 8 Yoy
R S LR
M — /
o 2Bg 2 1 2qp10 (48)
A e
Omax 2 Upax
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oder auch
2/ 2/, 2 2/ 3
L 9nax 11 {Gnax ) 171 [ Gpac
1- +——+t— |- )t —=— )+ 2(])10
qﬂ/a X, 5 No 25 Nn -
M, — 5/5 max S (49)
M pax 1_2B(p1+7”2 + 1 +
R 3 Gnax 2 q;",mx

Aus Gleichung (49), welche ihrerseits schon eine Ndherung dar-
stellt (Voraussetzung N, >>1) ersehen wir mit besonderer Deutlichkeit,
dass der Giiltigkeitsbereich von (47) und (46) vorsichtig beurteilt
werden muss.

Zunichst ist ersichtlich, dass (49) unter der Voraussetzung:
2/3

"("1{1“1“<1 (473')
n (47) itbergeht. Nun wachsen aber Zihler und Nenner des in (47a)
auf der linken Seite stehenden Ausdrucks beim Ubergang zu schwach
vulkanisierten Proben gleichzeitig an; tatséchlich tritt ein grosses
Quas bel schwachen Vulkanisationsgraden und damit bei grossen
Werten von N, (der Anzahl von statistischen Fadenelementen in
einzelnen Netzbogen) auf. Es ist daher ndher zu untersuchen, unter
welehen Bedingungen die Voraussetzung (47a) erfiillt ist.

Wir stellen hierzu fest, dass das Molgewicht M; des Netzbogens
mit der Anzahl N der statistischen Fadenelemente im Netzbogen,
sowie mit s, der Anzahl monomerer Reste im statistischen Fadenele-
ment, und M,, dem Molgewicht des monomeren Restes verkniipft ist:

My = Np sm Mg ' (50)
Fiir Kautschuk in Benzol haben wir beispielsweise?)

M,

m — 2,8; My —= 68, also sy My == 190 oder Np - Too

Falls nun die Glieder, welche (49) von (47) unterscheiden,einiger-
massen klein sind, und q,.,.>1 (also etwas grosser als 5) ist, wird
in erster Naherung

5 2¢10
Mg ~=q n/x?x.\' _'_'"2 B(T»‘li
T RT

Wenn die beim Verdiinnen zuzufithrende Wirme (proportional B)
nicht gross ist, kann der Nenner in dieser Beziehung fiir eine Ab-
schiatzung gleich eins gesetzt werden. Gleichsetzung dieser Beziehung
mit (50) gibt dann
qflln?w Sm Mg 1

. 2q0 5 5
N, — ¢ 3 de uax _ I (51)
m Sm Mg max oder A\m 2 ¢10 qmax

1 W. Kuhn und H. Kuhn, Helv. 26, 1394 (1943).
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Nun ist fiir Benzol ¢, (das Molvolumen des Lésungsmittels)
ungefihr gleich 88 cm® Mol-1. Mit den weiter angegebenen Zahlen
wird dann

2/3 .
176 s oder Jmax = 19 _1 oo ! (Naherung fiir Kautschuk) (52)

Np = . =
m = 790 Imax Nm 176 4 Goax

Aus (51) bzw. (52) folgt, dass die Bedingung (47a), welche die
Gilltigkeitsgrenze von (47) festlegt, nur bei einigermassen grossen
Werten von (., erfiillt ist. Im Falle von Kautschuk muss q,,, auf
Grund von Gleichung (52) und (49) mindestens etwa 7 oder 10 sein,
damit (47) angewendet werden darf. Gleichung (47) kann auf Grund
des Gesagten nur etwa im Bereiche

smMg 1 Sm Mg
<6 bzw. o
209 9max max > 120¢,

\Y

(52a)

und unter gleichzeitiger Voraussetzung der Bedingung
Ymax 2> 0 (52h)
verwendet werden.

Um fiir (49) einen tibersichtlicheren Ausdruck zu erhalten, setzen wir fiir geniigend
grosse Werte von qp,,  z. B. fiirq, , >>5, auf Grund von (52) fiir Kautschuk naherungs-
weise

2,
a1

N 9max

Durch Einsetzen hiervon in (49) erhalten wir als fiir Kautschuk einigermassen
giiltige Néiherung:

1 1,1 " 2,6 9 n
2/3 2 3 o .
q max g q ) .
M; = ngx ma; Bl 3 mox T Hax (Naherung fiir Kautschuk) (53) -
1- BT -+ 3 + 2 e
Gmax  Gpay

Gleichung (53) bzw. die Ausdriicke (48) und (49) gelten unter Vernachlassigung der
energieelastischen Beanspruchung von stark gedehnten Netzbogen sowie unter Vernach-
lagsigung des Zerreissens von Netzbogen. Auf Grund von 1. c. IIT kann iiberlegt werden,
dass die beiden hier vernachlassigten Effekte nur iin Bereiche relativ kleiner Betrige des
Quellungsmaximums q,,,  (d. h. bei stark vulkanisierten Proben) zu beriicksichtigen

sind, ndmlich nur dann, wenn der Quotient qni/;X/Nm nicht klein gegen 1 ist. Solange die
Grenzbedingung (47a) erfiillt ist, tritt also keine Storung durch die beiden hier nicht
beriicksichtigten Effekte in Erscheinung. Es folgt, dass (47) in dem oben angegebenen
Bereich auch unter Beriicksichtigung der Energieelastizitat und des Zerreissens der Netz-
bogen giiltig bleibt.

Die besagte Unempfindlichkeit erstreckt sich nicht mehr auf Gleichung (48), (49)
bzw. (83). Da sich jedoch die beiden hier nicht berticksichtigten Effekte (Zerreissen von
Netzbogen und Auftreten von Energieelastizitit) nach dem l. c. IIT Gesagten teilweise
kompensieren, diirften die Beziehungen (48), (49) und (53) auch ausserhalb des Giiltig-
keitsbereiches von (47) wenigstens fiir qualitative oder halbquantitative Aussagen brauch-
bar sein.
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4. Riickstellkraft beimDehnenvongequollenem Kautsehuk.

Es ist klar, dass die Beziehung (22,13) bzw. deren Verallgemei-
nerung auf den dreidimensionalen Fall, auch dann anwendbar bleibt,
wenn anschliessend an eine Quellung (Transformation Gleichung
[25]) eine Dehnung ohne zusitzliche Quellung (Transformation
Gleichung [5]) angeschlossen wird.

Die Gesamttransformation, welche Quellung und Dehnung um-
fasst lautet dann:

r_ 0 ’

= ﬁ v T/;r 2 =220 T (54)
Man sieht sofort, dass dx'-dy’-dz'=dx-dy-dz-t® wird. Dabei
ist die Anzahl von Netzbogen, deren Endpunkte vor der Trans-
formation im Intervalle x bis x+dx, y bis y-+dy, z bis z+dz lagen,
gemiss (24) gleich
B em .
R e o
z, z+dz

Die zufolge der Transformation (54) auftretende Entropieinderung

wird dann geméiss (22,13):

(5- So)l)ilututinn
+ Dehnung
B -@ I
,k(;T_tj J f [~ D)+ Indx' dy Az’ - d(h)~Indxdy dz] dxdy dz
\1 — Y L=
. 3k(;lnr—l\(;— J} P [bh) - @ ()] dxdydz (56)
Dabei ist
h'2 == x"2 4y 242”2 (57)
gesetzt. Es gilt dabei
h' .= h-tr (h7a)
wobei
Jsin?d .
t— 1/‘ + 22 cos? & (37b)
o

wenn & der Winkel ist, welchen der Vektor h (vor der Dehnung) mit
der Dehnungsrichtung einschloss. Wir stellen fest, dass der in (56)
vorkommende Summand

3kGlnt =kGlaqg (58)

den Intervalltransformationsanteil der Eutropieinderung dar-
stellt und dass dieser Anteil genau gleich gross ist wie der Intervall-
transformationsanteil der Dilatation ohne Dehnung (Gleichung 26a).

Es hangt dies damit zusammen, dass sich bei der Dehnung des gequollenen Kau-
tschuks chenso wie bei der des ungequollenen die Intervalltransformationsanteile welche
von der Orienticrung einerseits, von der Lingeninderung der Netzbogen anderseits her-

rithren, gegenseitig kompensieren.
109
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Fiigen wir zum Ausdruck (56), welcher die Zustandsdnderung der
Netzbogen beriicksichtigt, den Mischungsanteil (30) (wobel wir wieder
bei der Summation den einen der Summanden kG Ing wegzulassen
haben), fassen wir gleichzeitig in (56) diejenigen Volumenelemente
dx, dy, dz zusammen, bei welchen der Vektor h vor der Dehnung
Werte, die zwischen h und h-+dh liegen, besitzt und bei welchen
dieser Vektor vor der Dehnung mit der Dehnungsrichtung einen
Winkel bildet, der zwischen ¢ und ¢+dd liegt, so erhalten wir als
Gesamtentropieiinderung fiir den Ubergang aus dem ungedehnten
nicht gequollenen zu dem gedehnten gequollenen Zustande
— kGlnq—kGB/ e " ohqht)- (b)) Sm”hzclhdﬁ

.
(b— So) Quellung } total
#=0 h=0

Lehnung

1
-+ k In
g1

- (59)

Subtrahieren wir hiervon die der blossen Quellung entsprechende
Entropieinderung (31), so erhalten wir die Entropieinderung, welche
auftritt, wenn ein Probekérper von q cm? von gequollenem Kautschuk,
(in welchem 1 c¢m3 losungsmittelfreier Kautschuk und [gq—1] cm?
Losungsmittel enthalten sind), auf das «-fache gedehnt wird (Trans-
formation Gleichung 5):

7T [s.°)

o —@M) [y Y 143 sin &
(8= 80) pennung = —kGB/ /e [®(hq" t)- @(hq”)] b2 5 dddh  (60)
fiir g cm® von $=0 h=0
gequollenem Kautschuk
wobei t die durch (57b) gegebene Funktion von # bedeutet. Wir haben
diese Grosse durch q zu teilen, um die Dehnungsentropie von 1 cm?
des gequollenen Probekdrpers zu erhalten. Beniitzen wir ausser-

dem fiir B und @ die Niherungen (24a) und (24b), so wird

G 3 h2t? s1n19
(5= So)pehmung = X — 47 | 5 //e 2Nm A - h*dhdd | (81)

. N A
fiir 1 cm® von #=0 h=
gequollenem Kautschuk

Hierbei ist offenbar G/q die Anzahl der pro em? des gequollenen
Korpers vorhandene Anzahl von Netzbogen, welche wir mit G’ be-
zeichnen wollen. t ist wiederum aus (57b) einzusetzen. Durch Aus-
wertung des Integrals in (61) erhéilt man dann

o 2.3 1
(8= So)pennung = KO 4" [?— {?+ ~2—H (62)
fir1 cm®von
gequollenem Kautschuk

Die Riickstellkraft R, welche auf den um den Faktor « gedehnten
Probekorper wirkt, wenn dessen Querschnitt im ungedehnten Zu-
stande gleich 1 em? gewesen war und dessen Querschnitt im gedehnten
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Zustande 1/x em? betrdagt, erhalten wir, indem wir (62) nach « dif-
ferenzieren und mit —T multiplizieren:

.08 2 17
L e & 'lq/3<ac—?) (63)
Die Spannung pro cm? des gedehnten Versuchskorpers wird
hieraus:
6 Rex— kTG g% (az—l) = kTGq " (= l) (64)
’ o ' %

Hierin ist G die Anzahl von Netzbogen pro cm?® der nicht ge-
quollenen Substanz, G’ die pro ecm?® der gequollenen Substanz, q der
Quellungsgrad (Definition Gleichung 23).

Die Beziehung (64) stimmt mit der von Flory und Rehner (1. c.)
erhaltenen iiberein. Der Umstand, dass hier v6llige Ubereinstim-
mung vorliegt, wihrend bei den Formeln fiir das Quellungsgleich-
gewicht ein kleiner Unterschied vorlag (Gleichungen 46 und 46a),
geht darauf zuriick, dass sich das bei uns vorhandene Intervall-
dilatationsglied k G Inq bei der Bildung der Differenz zwischen (59)
und (31) weghebt.

Sollen Entropie und Riickstellkraft in hoéherer als der ersten
Niherung angegeben werden, so ist B und @ in (60) aus (38) und (36)
einzusetzen.

Das in (60) vorkommende Integral

kG B/ “PM (ph- gl e dh/i‘ﬂdﬁ k(,Bfe""’“‘%p(h q'*)hzdh

¥=( h=0
ist als Teil von Gleichung (42) angegeben worden. Um den Wert des
Integrals

oc
° -
~kGB oﬁ'""‘”cp<h-q'u V‘“"" ? Loszﬁ\)ll 0% 4hao
€

$=0 h=0

zu finden, bLniiuen wir fir e~ *® die Reihenentwicklung (37), und
setzen h-q'>-t als Argument anstatt h in (36) ein. Ausserdem Dbe-
achten wir (38). Fiir die Entropieinderung pro cm? des auf dem
Quellungsgrade q befindlichen, um den Dehnungsparameter o ge-
dehnten Kautschuks, ergibt sich dann insgesamt

(8- b(’)Dehnumz

fiir einen em® von
gequollenem Kautschuk

PN

TR - R U OO - VAT N U O I B NI U IS0 IRV B
TR B Tyie Ty N4y L] Y10 8 200 ¥ 200
- kG Amfr ‘\m ‘\l“ i . . \ \ ‘\m ‘\m 1\m
' - L3 !3,,+J_12-+
N4 2 180 43 0%
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(3+az)q2/3<1. 17,133 1 1419‘)+1< 8 +4a+a4>q4,3<1 1 163 1 3201)
30 3 5 N s xe6a ne 200 53273 N 2 N® 80 NG 3200
30 3 27N, 8 N2647 N? 200 | "5{3.273 N ¢ N2 80 N3 3200
LL(16 24 6 . o\ 1 111 363
T\ 155 ) N 30 TN Wl

JL128 64 48 , 8 ois) L s 171 1 i
9\35a8 354 35 70 )N 47200 <1 13 1 13 1 72)

-3 kG’

m

TN, 4R 160 NI 25
Analog zu (63) und (64) erhalten wir hieraus fiir die Riickstell-
kraft, welche auf den um den Faktor « gedehnten Probekdrper wirkt,

wenn dessen Querschnitt im ungedehnten Zustande gleich 1 cm?
gewesen war:

v 1\ o 1 11 1 9233
el 2o i e )

m

1 1 1 12 1
+(6 m3+2—i> g3 <4____ v.,_+_~i3_+ >

)= .
o /- 10 N, N2 5 N2 25
16\ 33 1 1 21
+(10a5+6a2—~47>'~——q2 RN I R
ot ) 350 N2 N3 5
und fiir die Spannung ¢ pro em? des gedehnten Versuchskorpers:

1\ o 1 1 1 1 9233
— ’. 2 31— il i EN
g=kG"T {(oc a} q ( +=; 5 +— 300 + >

(65)

oder auch

1\ 2 1 1 1 1 9233
— ’ I WL 3 T T e SO ot
c kGT(m m)q { N +N2 5+an 300

m m

3 2/ 6 4/ A
6a°+8 1 q 3(1 112 L53> 1008+16 2%+ 16 g'* 33 <1 21 )[ (66a)

2 0N\ N, 5 N.% o N2 350\ 5N, ||

Man erkennt sofort, dass (63) und (64) als erste Niherung von
(65) und (66) aufzufassen sind. Man erkennt, dass die Spannung
bei steigendem Dehnungsparameter « bei einem Priaparat,
fiir welches q >>1 ist, relativ stdrker zunimmt als bel einem
nicht gequollenen Praparat, bei welchem g=1 ist.

Zu den Beziehungen (65), (66) und (66a) ist wiederum zu bemerken, dass darin die

- Auswirkungen der energieelastischen Beanspruchung und des Zerreissens der Netzbogen

nicht beriicksichtigt sind. Auf Grund von L c. III kann @iberlegt werden, dass die beiden
nicht beriicksichtigten Effekte nur unter der Voraussetzung

oc2q2/3 .
<1 (66b)
Nm
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keine Rolle spielen. Wie im Falle der Bezichungen (46) bis (53) ist daher der Anwendungs-
bereich der Bezichungen (63) bis (66a) mit Vorsicht zu beurteilen. (Nidheres hieriiber
siehe eine spiter zu vertffentlichende Arbeit.)

8. Optische Anisotropie.

a) Einfluss der Orientierung und Entkniuelung der Netz-
bogen beim Dehnen von gequollenem Kautschuk.

Nehmen wir an, dass die optische Anisotropie des einzelnen
statistischen Fadenelementes durch ein Rotationsellipsoid dargestellt
werden kann mit einer Polarisierbarkeit o«,’parallel zur Léngsachse
des Fadenclementes und mit einer Polarisierbarkeit o, senkrecht
dazu, so ist wie von W. Kuhn und F. Griin (l. c. II) gezeigt wurde,
auch die Polarisierbarkeit des Gesamtfadens, welcher aus N stati-
stischen Fadenelementen besteht, dessen Enden im Abstande h von-
einander festgehalten werden, durch cin Rotationsellipsoid dargestellt
mit einer Polarisierbarkeit p, parallel zur Richtung des Vektors h
und einer Polarisierbarkeit y, senkrecht dazu.

Dabei ist nach W. Kuhn und F. Griin

o w22 2,3 h

71 = Nm [-———3 +5 a,)(l 7o Am) (67a)
o w2 1, 3 h -
7= m [—T___:f(“‘ _“2)(1—FT;AI') (67b)
. , A 3 h -

A=7= N ('~ _“mexn;l

.., .~[87 h \* 3 ;/ h \* 108/ h \¢8 |
= Nmn=a) [— (o) 17 5 ) s (o) J (67e)
B ist die inverse Langevin’sche Funktion des Argumentes h/N, A,
und lautet, in eine Reihe entwickelt:

h 9/ h \* 207/ h )% 1539/ h Y i
p_a*\’mAm+?(NmAm)+'1‘73' (m;)’“ 875 (m>+--- (67d)

Auch der weitere Gang der Berechnung, durch welchen die beim
Dehnen des Kautschuks erfolgende Orientierung und Léingen-
dnderung der Netzbogen festgestellt und zur Bestimmung der Po-
larisierbarkeit des Gesamtmediums beniitzt wird, ist in der erwihnten
Arbeit von W. Kuhn und F. Griin firr nicht gequollenen Kautschuk
angegeben worden. (Es ist dort allerdings im Zahlkoeffizienten der
héheren Niherungen ein Fehler unterlaufen.) Die Betrachtung ist
sinngeméss auf die Doppelbrechung bei der Dehnung von gequollenem
Kautschuk zu iibertragen.

Wenn der Vektor h eines gegebenen Netzbogens mit der z-
Richtung (der Dehnungsrichtung) einen Winkel # und wenn dessen
Projektion auf die x-y-Ebene mit der x-Richtung eincn Winkel ¢
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bildet, so ist der Beitrag, den dieser Netzbogen zur Polarisierbarkeit
des Gesamtmediums nach der z-Richtung liefert, gleich

ﬁ“ = 9, cos? ¥+, sin? & (68)
und zur Polarisierbarkeit des Gesamtmediums nach der x-Richtung:
B = (r1—v2) sin® ¥ cos? g+, (68a)

Wir beaehten weiter, dass die Anzahl von Netzbogen pro cm?
der ungequollenen Substanz, deren Vektor h einen zwischen h und
h+dh liegenden Betrag besitzt und mit der z-Richtung einen zwi-
schen ¢ und #+d& liegenden Winkel einschliesst, wihrend seine Pro-
jektion auf die x-y-Ebene mit der x-Achse einen zwischen ¢ und
¢+d ¢ liegenden Winkel bildet, in Verallgemeinerung von (24) unter
Beachtung der gleichmissigen Richtungsverteilung im ungedehnten
Zustande gleich ist:

dG, h+dh=Gie“‘p(h)sinz‘}hzdhdqydf} (68b)

8, D+ds 4n
@, o+de
Nach Quellung auf den Quellungsgrad q und nachheriger Deh-
nung des gequollenen Korpers um den Dehnungsparameter o ist die
Liange dieser Vektoren h geindert auf

nt
b’ =hq’ “/51’;_79+a2005219 =ht-t (68c)

wobei 7 und t durch (23) bzw. durch (57b) definiert sind. Es ist dann
weiter

tg?d
g2 = i ; (68d)
und .
. , gin2$ 1
sin? 9 = . Y (68e)
———to? cos? P
1
cos? ¥ = «? cos? E (68f)

-2 cos? P
[+2

Den Beitrag, den die Netzbogen (68b) zur Anisotropie der
Polarisierbarkeit der Volumeneinheit des gequollenen Korpers geben,
erhalten wir, indem wir (68b) zunéichst durch q teilen, also G durch G’
ersetzen und mit (8 —p ) multiplizieren. Bei der Berechnung von g,
und £, gemiss (68) und (68a) ist y; und y, aus (67a) und (67b) einzu-
setzen, wobei jedoch in (67a) und (67b) die Grosse h durch h' (Glei-
chung 68c)-zu ersetzen ist.

Die gesamte Anisotropie der Polarisierbarkeit, welche wir in An-

lehnung an frither beniitzte Bezeichnungen mit G’ (/5}—1_5‘ ) bezeichnen
wollen, ergibt sich durch Integration zu
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w-s)-of [ [y

4=0 ¢=0 h=0
Die Integration hinsichtlich ¢ l4sst sich sofort durchfiihren. Es ist
2n 1
f(/a’“—/a’l)dqyz 27 (Y1~ ys) [coszﬁ’—?sinzﬁ’] (69a)
b

|~ B, )h?sin & dh dpd (69)

oc‘“’cos"’ﬁ—hl—alrsinzﬁ
=2n(y1—72) I (69b)
o2 cos 29+ - sin?$

Einsetzen dieses Ausdruckes in (69) unter Beriicksichtigung von (67¢c)
liefert jetzt:

G/(ﬁu_m) =GB
4=0 h=0
Hierin ist y;—y, die Funktion (67¢) in welcher h durch h’ (Glei-
chung 68c) ersetzt ist.
Die Auswertung kann analog zur Auswertung von Gleichung (59)

dadurch erfolgen, dass e-?®™ aus (37) eingesetzt wird. Wir erhalten
dann

- 1 1Y o 1 11 1 9233
BB Y= G o oy (- D a1 1 32388 .
G (f—-B)=6"(n a2>{5 (a a)q (1 TR 5+N§u =00+ >

1 1 1
+i*h— 4/3<6a4+2a———8§-) 1——~~2—+L—5§—»
o N /

1
o? cog?P — B sin?$ sind
e P ™ -y, h*——dhd#s

1 .
a2 cos?d + - sin29

175 N, N b an 25
1 1
+——835 5 q2<10ae+6a3—§) (1——1 QT +] (70)
Nm * \ Nm [

Fur ungequollenen Kautsehuk wire hierin q=1 und G'=G zu
setzen. Wird dann zudem a=1+p und y<<1 gesetzt, sowie N, >1
angenommen, so geht diese Beziehung iiber in

G’ (/'a?w— /J_L) = G (g —ay') -O:f—« » (fiir nicht gequollene Substanz)  (70a)

eine Bezichung, welche schon 1942 von W. Kuhn und F. Griin (1. ¢. 11)
angegeben wurde (dortige Gleichung 67).

b) Einfluss des Brechungsindex des Einbettungsmediums.

Wir haben im vorigen die Polarisierbarkeit des statistischen
Fadenelementes parallel und senkrecht zur Lingsachse des Elementes
mit «f und o; bezeichnet. Befinden sich die statistischen Fadenele-
mente weit getrennt voneinander im Vakuum, so wiren «; und o;
Grossen, welche fiir das statistische Element ein fir allemal bestimmt
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werden konnten. Sind aber die Teilchen in einem isotropen oder nahezu
isotropen Medium eingebettet, so ist das beispielsweise in Richtung
der Teilchenachse unter Wirkung der Feldstirke €=1 entstehende
elektrische Moment sowohl von der Polarisierbarkeit des Teilchens
als auch von der des Einbettungsmediums abhingig. Auch bei optisch
isotropen aber geometrisch anisotropen Teilchen, z. B. bei Glasstib-
chen, welche sich in einem Medium befinden, dessen Brechungsindex
von dem des Teilchens verschieden ist, findet eine sogenannte Stab-
chendoppelbrechung statt.

Bei statistischen Fadenelementen, welche sowohl geometrisch als
auch optisch anisotrop sind, iiberlagern sich Eigendoppelbre-
chung und Formdoppelbrechung. Eine strenge Beriicksichtigung
der optischen Wechselwirkung zwischen anisotropen Teilchen und
umgebender Fliissigkeit wird, da in vielen Fillen spezifische Effekte
auftreten werden, schwierig sein. Eine Moglichkeit, die Wechsel-
wirkung zu beriicksichtigen, ist von W. Kuhn und H. Kuhn') in
einer vor einiger Zeit erschienenen Arbeit angegeben worden. Sie
stiitzt sich auf eine Arbeit von R. Gans?), welche das Problem eines
aus doppelbrechender Substanz bestehenden Rotationsellipsoids be-
handelt, wenn letzteres sich in einem isotropen Medium mit dem
Brechungsindex n, befindet. Es wird dann angenommen, dass die
optische Achse des doppelbrechenden Materials mit der Figurenachse
des ‘Rotationsellipsoids zusammenfillt, dass also der eine Haupt-
brechungsindex n, in der Figurenachse liegt, wihrend der Brechungs-
index senkrecht zur Rotationsachse des Ellipsoids gleich ny, ist.

Gans berechnet nun das elektrische Moment, welches an dem im
isotropen Medium eingebetteten Ellipsoid zufolge Auftretens freier
Ladungen an der Grenzfliche zwischen Ellipsoid und Medium auf-
tritt, also die zusiitzliche Polarisierbarkeit «; in der Figurenachse
und «j senkrecht dazu. Fiir den Fall, dass das betrachtete Rotations-
ellipsoid sehr langgestreckt ist, gilt nach Gans:

2 2
T . m
Dabei ist v das Volumen des Rotationsellipsoids.
Es gilt also
——
Ilb - Ilo
oder nach einiger Umformung:
nZ—n?)?
oy =y = Z%[n:—n§+~(n%+n°§) } (71a)

1) W. Kuhn und H. Kuhn, Helv. 26, 1394 (1943).
%) R.Gans, Ann. Phys. [4] 37, 881 (1912).
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Es ist also dieser Wert, der auch fiir n,=n, aber n,*n, (iso-
tropes Stébchen in isotropem Medium mit anderem Brechungsindex)
nicht verschwindet, fiir («,"—a,") in (70) oder 70a) einzusetzen.

Im iibrigen gelangen wir von (70) und (70a) in einfacher Weise
zur Differenz n—n, der Brechungsindizes parallel und senkrecht
zur Dehnungsrichtung nach 1. e¢. 11 gilt ndmlich:

(n2+2) 47
ey = e G (B =4 ) (72)
(]
Es gilt also auf Grund von (70)
o (n +2) e (np—nQ) T\ooafy_ L, 11, 1 9233
ny—m 18 n, b q - N + e
i ng h+n 5\ T m N;115 N2 800
2 1 1 12 1 53 6 16 2 1 21
4 _ S, _ L 1= 2 (1048 i(l_ l
+1os ((m +24 )q No (1 XD 5+N2 25)+s75< 005+6 o®— >an . l
oder auch 73)
o @*2) (mp-m)* 1/, 1
n.—n nl—n24p 2P ol |- az_v> 2/y
L ny 18{ ™ .nf)—f—nf 5( z) 4
| 11 1 1 9233\ 2 6«?+8 ¢/ 112 1 53
1 Tt e e (1=t = =
| Np Nz 5 NP 800 / 35 o Nm Nm 5 N2 25

— (73a)
[~ 2 -
175 o N2

6 10a5+16a3+16q4/3< 121
b —— 2T 1- =2 NI
%.5)

Bei Beniitzung der ersten Néiherung von (70), ohne Ersatz von
(09" —0y’) durch (71a) kiime

+2
n-n, = %—)_27’3(}( S )(ﬁ—%) ¥  (Naherung) (73b)
(1]
und fiir den Fall, dass a=1+y und y<<1 gesetzt wird:
+2
n-n = <Lno‘)2l G (' — ') 4"y (73¢)

Diese Beziehung geht fiir q=1 (nicht gequollener Kautschuk)
in eine von W. Kuhn und F.(Grin angegebene Beziehung (1. c. 1L
Gleichung 69) iber.

In den Beziehungen (73) ist der Tatsache der energieelastischen Beanspruchung
und des Zerreissens maximal gedehnter Netzbogen keine Rechnung getragen. Dieser
Effekt tritt, wie bei Gleichung (66a) erwiahnt, nur dann praktisch in Erscheinung, wenn
der Quotient q*3a2/N nicht mehr klein gegen 1 ist. Er wirkt sich, sobald er in Erschei-
nung tritt, dahin aus, dass die Vektoren h der zerrissenen Netzbogen wie im ungedehnten
Zustand beliebig orientiert sind, dass also die zerrissenen Netzbogen zur Doppelbrechung
des Medjums nichts beitragen. Es folgt, dass die zu erwartende Doppelbrechung mit
zunehmendem Dehnungsparameter o etwas schwicher ansteigt als man auf Grund von
Beziehung (73) erwartet.
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6. Quotient aus Doppelbrechung und Spannung.

In der bereits mehrmals zitierten Arbeit von W. Kuhn und
F. Griim (L. c. IT) war gezeigt worden, dass fiir vulkanisierten Kau-
tschuk erwartet werden darf, dass das Verhiltnis von Doppelbrechung
zur Spannung in erster Niherung unabhingig vom Dehnungsgrad
und vom Vulkanisationsgrad bzw. vom Elastizititsmodul sei, eine
Aussage, welche aus Literaturangaben, insbesondere auf Grund von
Messungen von P. Rossi bestiatigt werden konnte.

Es ist daher interessant zu sehen, was hinsichtlich dieses Quo-
tienten vorauszusehen ist, wenn wir vom losungsmittelfreien zum
gequollenen Kautschuk iibergehen. Fiir den allgemeinen Fall er-
halten wir sofort aus (73) und (66):

G G

a n, 18 [ a b 5kT

2, 2
n,+ 1,

548¢%8 112153\ 6 10aS+18ad+16¢Ye ‘
by L L) 2t ) LR L) 6 et Bate e 1
N, N2OON 800 B o N, N & i %) 115 o 'e X 5

m m
111 1 828\ 16a3+8¢ 12158\ 33 W0aS+16a3+16¢"3 12
e i B B bh S e BUELL oA S R
N N d N;SUU W o H]

m
_L
Nm

5o |t 2 -
. m NmZel 30 o an N, ?
(74)
oder auch
3 2 2\ 2
ey (@2 [ (mm)) 1 [ 3T 17 1 18)6ass
~% n, 18|°® - ni4n? |5KkT 70 N Nmb5 N226/ a

3q4,3< : 16>w 3_q4/3( L1436t 060s6t Ny

TR\ TNm 5 e 00N\ Nu5, o« N

Bei Beniitzung von (73b) anstelle von (73) und von (64) anstelle
von (66) kime entsprechend:

(74b)

Es wire also in erster Niherung der Quotient aus Dehnungs-
doppelbrechung und Spannung nicht nur vom Vulkanisationsgrade,
sondern auch vom Quellungsgrade des Kautschuks unabhingig.

Zu (74Db) ist die Bemerkung anzufiigen, dass der Faktor (n?+2)%n,
den Einfluss des Brechungsindex nicht vollstdndig wiedergibt, indem
auch («{—a3) nach (71la) oder #dhnlichen Beziehungen, welche an
deren Stelle treten, vom Brechungsindex des Einbettungsmediums
abhingig ist. Fiir irgendwie genaue Prifungen wird man auf (74) oder
(74a) zuriick greifen. Wir sehen, dass sowohl beim ungequollenen
Kautschuk (fiir q=1) und in vermehrtem Masse beim gequollenen
Kautschuk ein Abfallen des Quotienten aus Doppelbrechung und
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Spannung bei zunehmender Dehnung zu erwarten ist. Formeln fiir den
ungequollenen Kautschuk, welche mit (74) und (74a) gleichbedeutend
sind, sind bereits von W. Kuhn und F. Griin angegeben worden (1. ¢. IT).

Es muss noch bemerkt werden, dass in vielen Fillen anstelle
der Reihenentwicklung (74a) eine abgekiirzte Formel, welche fiir
schwache Dehnung (Dehnungsparameter « ungefihr gleich 1) giiltig
ist, verwendet werden kann:

2 )
mony (42 v { s (ns—nzf] e s

- a b7 9 9 [BKT e
22 ary 18 nf) + nﬁ

Sie zeigt in besonders iibersichtlicher Weise, dass der Quotient
mit steigendem Quellungsgrad abnehmen sollte.

Dieser Effekt (Abnahme des Quotienten (n —n )/o fiir schwache Dehnungen mit
wachsendem Quellungsgrad) sollte bei Beriicksichtigung des Energieanteils der Riick-
stellkraft noch ausgeprigter sein als gemiss (74c), indem der Energieanteil der Riickstell-
kraft mit wachsendem g zunimmt, der Nenner ¢ von (74¢) also gegeniiber dem Zahler ent-
sprechend verstarkt anwachst.

Ebenso ist zu erwarten, dass der Quotient (nj—n | )/o bel konstantem Quellungs-
grad mit zunehmender Dehnung « stirker abfillt als man geméss Gl. (74) erwartet, indem
mit wachsendem Dehnungsgrade in zunehmendem Masse die energieelastischen neben den
statistischen Riickstellkrafte auftreten, welche den Nenner von (74) vergrossern.

Die Erscheinung des Zerreissens von Netzbogen iibt dagegen auf den Betrag des
Quotienten (n”— n J_)/ar offenbar keinen merklichen Einfluss aus, indem die zerrissenen
Netzbogen weder zur optischen Anisotropie noch zur Riickstellkraft einen Beitrag leistén.

Der Vergleich der erhaltenen Beziehungen mit der Erfahrung soll
in einer anschliessenden Arbeit behandelt werden.

Zusammenfassung.

Das Quellungsgleichgewicht sowie das elastische und optische
Verhalten von gequollenem Kautschuk und &dhnlichen gequollenen
Hochpolymeren wird in erster und héherer Néherung behandelt;
durch Ubergang zum nicht gequollenen Priparat ergibt sich ein Ver-
gleich mit den fiir das elastische und optische Verhalten der 16sungs-
mittelfreien Substanz geltenden Beziehungen.

In einem die grundsitzliche Frage der Permutationsglieder be-
handelnden Abschnitt wird darauf hingewiesen, dass eine Vertausch-
barkeit der Netzbogen im vulkanisierten Kautschuk, welche in hiufig
beniitzten Ansidtzen vorausgesetzt wird, den Tatsachen widerspricht.
Es wird die Frage gepriift, wie sich die Nichtvertauschbarkeit der
Netzbogen auf die fir die Zustandswahrscheinlichkeit aufzustellenden
Ansitze auswirkt.

Es wird dabei gezeigt, dass bei Berechnung der Entropieidnde-

rung, welche die einzelnen Netzbogen des Kautschuks beim Dehnen
erfahren, die Tatsache beriicksichtigt werden muss, dass die apriori-
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Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zustandsvariablen, welche die
Kniuelung und die Orientierung eines herausgegriffenen Netzbogens
beschreiben, in ein bestimmtes Intervall entfallen, proportional
der Grosse des genannten Intervallsist und dass die Grosse
dieses Intervalls beispielsweise bei der Dehnung oder Quellung
von Kautschuk mit verindert (d.h. dilatiert oder kontrahiert)
wird. Beriicksichtigt man den Intervalldilatationsanteil bei der
Dehnung oder Quellung von Kautschuk, so findet man als Summe der
Entropieinderungen der individuellen Netzbogen in korrekter Weise
denselben Betrag, welcher in der bisher iiblichen Weise unter Be-
niitzung der unzulissigen Annahme einer Permutierbarkeit der Netz-
bogen erhalten worden war. '

Infolge Beriicksichtigung der Intervalldilatation ergibt sich
bereits in erster Niherung ein kleiner Unterschied im Ausdruck fir
die Quellungsentropie und fiir das Quellungsgleichgewicht gegeniiber
einem von P. Flory und J. Rehner berechneten Ausdruck.

Anschliessend wird die beim Dehnen der gequollenen kautschuk-
artigen Stoffe auftretende elastische Riickstellkraft, sowie die mit
dem Dehnen verbundene optische Anisotropie in erster und hoherer
Niherung berechnet.

Es wird gezeigt, dass sich der Quotient aus Doppelbrechung und
Spannung fiir gequollenen Kautschuk einerseits, nichtgequollenen
anderseits in erster Niherung nur von einem der Anderung des
Brechungsindex des Einbettungsmediums Rechnung tragenden Pro-
portionalititsfaktor unterscheiden diirfte; bei Beriicksichtigung der
hoheren Niherungen ist weiter zu erwarten, dass dieser Quotient mit
steigendem Quellungsgrade abginkt und dass er, sowohl fiir gequolle-
nen als auch fiir ungequollenen Kautschuk, bei zunehmender Dehnung
abnimmt.

Der Stiftung fiir Stipendien auf dem Gebiete der Chemie sei an dieser Stelle fiir die
Erteilung eines Stipendiums an einen von uns (R. Pasternak) verbindlichst gedankt.

Basel, Physikalisch-Chem. Institut der Universitit.





