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208. Mechanische und optische Eigenschaften von gequollenem 
Kautschuk 

yon Werner Kuhn, R. Pasternak und Hans Kuhn. 
( 2 1 . ~ 1 1 1 . 4 7 . )  

1. E i n l e i t u n g .  
E:s ist bekannt, tiass wir die mechanischen unti optischen Eigen- 

schaften tles losungsmittelfreien, elastisch festen Kautschuks auf 
Gruntl der Torstellung rerstehen kiinnen, class im wlkanisierten 
Kautschuk ein tlreidimensionales Netzwerk statistisch geknauelter 
F&tlen vorliegt, class die Vulkanisierungspunkte relativ zu ihrer Um- 
gebung praktisch genommen fest liegen, wahrend die zwischen den 
~-ulkunisicrungspunkten verlaufenden Fadenstueke (die Netzbogen) 
ihre Gestalt (lurch Rromi'sche Bewegung (Mikro-Brown'sche Be- 
wegung) weitgehtwl Qndern konnen. 

Die erste auf Gruntl clieses Bildes durchgefuhrte Berechnung der 
Rwkstellkraft bei tler Dehnung von elastisch festem Kautschuk 
wurcle im Jahre 1936 r o n  W. K?ch.nl) gemacht. Spater hat sich eine 
Reihe weiterer Autoren mit tlem Problem befasst. Die Endergebnisse, 
(lit. bei Yornslime gewisser Lhderungcn in der Art tler Durchfnhrung 
tler Berechnung erhalten wurtlen, stimmten tlabei mit tlem von 
IT'. Kichn fur den Elastizitatsmodul gefundenen Ergebnis quaiititativ 
uberein ocler unterschietlen sich claroii urn einen konstanten Zahlen- 
fnktor. Der letzterc I'mstantl hat zu einigen Diskussionen Rnlass 
gegehen, welche :~ls ahgeklhrt gelten tlurfen. Auf einige dieser Punkte 
muss hingewiesen wertlcn, \veil sie h i  einer Verfeinerung der Be- 
trachtiing, \vie jetzt, beim i'bergang zum gequollenen System, 
wichtig sintl. 

Hei der ersten er on 11'. R ~ h n  im Jahre 1936: gcgebenen Aufstel- 
lung eines quantitatiren -1nsatzes fur den Elastizitatsmodul von 
IGiutscliuk wurtle t l c ~  15infachheit halber angenommen, dass die den 
Setzbogcn zuzuorclnentlen Vektorchn h (Vektorcln, welche den An- 
fangspunkt mit tlem Entlpunkt des Setzhogens uerbinden) je zu 
cinem Drittel in dcr s, J- untl z-Richtung orientiert seien, wobei die 
nachfolgmtle Dehnung in der z-Richtung angenommen wurde (Fig. 1). 
Wenn tler Anfangspunkt eines Xetzbogcns, welcher aus XI,, statisti- 
schen Fatlenelementeri der Lange AI1, besteht, in den Xullpunkt cines 
s, y, z-Koordinatensystems gelegt wird, so ist die Wahrscheinlichkeit 
tlafur, (lass die 13ndpunktskoordinaten zwischen s uncl x l d x ,  y und 

1) 11.. Iizihn, Koll. Z. 76, 258 (1936), im folgenden als 1. c. I bezcichnet. 
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y+dy, z und z+dz liegen, und wenn x2+y2+z2=h2 gesetzt wird 
gleich 

3 hz 
2 N,AL 
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Fig. 1. 
Ursprungliches Modell von W.  Kuhn zur Berechnung des Elastizitatsmoduls von Kaut- 
schuk. Man denkt sich die Vektoren h (Verbindungsstrecken zwischen Anfangspunkt und 

Endpunkt der Netzbogen) zu je einem Drittel in der x, y und z-Richtung orientiert. 

Auf Grund hiervon und zufolge der BoMxmann’schen Beziehung 
wurde den einzelnen Netzbogen, bei welchen der Abstand zwischen 
Anfangs- und Endpunkt den Betrag h besitzt, eine Entropie 

3 h2 
2 N,Ai 

s = const - k .  

zugeordnet. Es wurde ferner die Gesamtentropie der Volumeneinheit 
gleich der Summe der Entropien der in der Volumeneinheit enthalte- 
nen Netzbogen gesetzt. Bei der 1936 von W. Kuhn gegebenen Be- 
trachtung wurde weiter berucksichtigt, dass bei der Dehnung der 
Netzbogen in der z-Richtung eine durch die umgebenden Netzbogen 
erzwungene Verminderung der Querausdehnung eines hervorge- 
hobenen Netzbogens und damit eine zusatzliche Entropieanderung 
bewirkt wird. 

Bei Beriicksichtigung der Verminderung der Querabmessungen 
ergab sich so fur die Entropieanderung pro Volumeneinheit eines Pro- 
bekorpers, weleher G Netzbogen pro em3 enthalt und welcher auf das 
a-fache gedehnt wird 

S-So = - 7  G k - y  =+--l 
1 ( 2  : ) (3) 
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Diese Formcl wurde 1. c. I nur fiir den Fall r. - - l + y  und y < l  

Falls die beim Dehnen erfolgentle Veranderung tler Queraus- 
a ngegeben. 

dehnung der Xetzbogen vernachlassigt wird, wird anstatt ( 3 )  
1 2 a2 S-S,- - 3 G k  - + - - - - 1  
2 ( 3 %  3 

Es wurde hierauf kurz r o n  W. Kuhn und F .  Griin l )  und dann aus- 
fnhrlich von R. L. G .  Tre70ur2) hingewiesen. 

Das Rlotlell Fig. 1 ohne Berucksichtigung der T’eranderung cler 
Querausdehnung der Xetzbogen beim Dehneri ist spiiter auch roil 
E .  Guth und H .  M. Jnmes3) benutzt worden. 

I n  tler eben erwahnten Arbeit von W. Kirhn und F .  Grun wurde 
die der Fig. 1 zugrunde liegende vereinfachende Annahme, dass die 
Vektoren h der Setzbogen nach den 3 Koordinatenrichtungen 
orientiert seien, aufgcgehen. 13s wurde beriicksichtigt, dass im unge- 
dehnten Zustantlc a 11 e Orientierungen vim Vektoren h vorkommen 
und dass beim Dehnen sowohl eine t e i l w e i s e  O r i e n t i e r u n g  als 
auch eine von tler jeweiligen Orientierung abhangige L a n g e n  - 
a n d e r u n g  der Vektorcn h eintritt. Neben der Riickstellkraft wurde 
hier auch die Dehnungsdoppelhrechung behandelt. Da das Volumen 
ties Kautschuks bcim Dehnen konstant bleibt, wurde angenommen, 
class die Lageanderung tier T’ulkanisierungspunkte beim Dehnen von 
Kautschuk (lurch eine affine 1-olumentreue Transformation darge- 
stellt wird. Wenn der Anfangspunkt eines Netzhogens wietlerum in 
den Xullpunkt des Koordinatensystems gelegt wirtl und wenn der 
Endpunkt 1-01’ tlem Dehnen die Koordinatcn x, y, z hesass, so heisst 
dies, dass der Endpunkt nach tlem Dehnen (Liingeniinderung um 
einen Faktor TY. in dcr z-Richtung) die Koordinaten 

besitzt. 
Es wurde in clicwr Arbeit gezeigt, (lass man fur die Entropie- 

anderung beini Dehnen den Ausdruck (4) crhalt, w n n  f u r  die Entro- 
pieanderung tles cinzelnen Xetzbogens wiederum tier Ansatz ( 2 )  bc- 
nutzt wird, d. h. wenn der Dehnungs-Permutationsanteil, auf den wir 
sogleich zu sprechen kommen, sowie dieAnderung tler Queraustlchnung 
tler Xetzbogen rornachliissigt wird. Ausserilem zcigtc sich, dass mit 
der O r i c n t i e r u n g  tier Setzbogen sowohl ein Rnteil der elastischen 
Ruckstellkrsft als auch ein Ariteil cler Delinungstloppelhre(~~~u~~g w r -  
knupft ist in tlcni Sinne, dass cine Ruckstellkraft und eine Dehnungs- 

1) If’. Kuhn und F .  Gruu, Koll. Z. 101,249 (1942), im folgenden als 1. c .  11 bezeichnet. 
2, R. L. G. Il‘reloar, Trans. Faradap Soc. 39, 36, 241 (1943). 
3, E .  Guth und H .  X. James, Ind. Eng. Chem. 33, 624 (1941); I’hys. Rev. 59, 111 

(1941); Ind. Eng. Chem. 34, 1365 (1941); J .  chem. Phys. I I ,  433, 531 (1943); J. appl. 
I’hys. 15, 294 (1944). 
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doppelbrechung auch dann vorhanden waren, wenn bei der Dehnung 
des Versuchskorpers nur eine Orientierung, aber keine Langenanderung 
der Netzbogen erfolgen wiirde. 

J*P) 

j ;  

Y 

Fig. 2 .  
Modell von W. Kuhn und P. Grun. Im ungedehnten Zustand kominen alle Orientierungeii 
der Vektoren h (Verbindungsstrecken zwischen Anfangspunkt und Endpunkt der Ketz- 
bogen) gleich haufig vor. Bei der Dchnung (welche in der z-Richtung erfolgt) tritt  eine 
teilweise Orientierung und gleichzeitig eine von der Orientierung abhangige Langen- 
anderung der Vektoren h ein (Ubergang yon der ausgefullt zur punktiert gezeichneten 
Lage des herausgegriffenen Netzbogens). Die Xetzverknupfungspunkte (Anfangs- und 
Endpunkte der Vektoren h) erfahren bei der Dehnung eine affine Transformation. Das 
Modell berucksichtigt (im Gegensatz zum Modell Fig. 1) die bei der Dehnung von Kaut- 

schuk eintretende Orientierung der Vektoren h. 

Man erkennt, dass das Xodell Fig. 1 den in Wirklichkeit recht 
u-esentlichen Orientierungsanteil nieht geben kann. Das Modell ver- 
sagt also dann, wenn es sich darum handelt, die mechanischen und die 
optischen Verhaltnisse vollstandig zu erfassen. Wir werden daher die 
Modellvorstellung gemass Fig. 2 bevorzugen. 

Von Y. J .  Plory und J .  Rehnerl) sowie von R. L. G. T’reloar2) ist 
anstatt der Modelle Fig. 1 und 2 ein weiteres Modell zur Berechnung 
tler statistischen Ruckstellkraft des Kautschuks benutzt worden 
(Fig. 3 ) .  Bur Veranschaulichung der beim Dehnen des Kautschuka 
erfolgenden Vorgange sieht das Modell vier Netzbogen vor, welche 
ungefahr vom Mittelpunkt eines Tetraeders aus nach den Ecken des 
(regularen) Tetraeders gespannt sind. Beim Dehnen des Kautschuks 
erfahren die Tetraederecken die affine Transformation ( 5 ) ,  wahrend 
die Lage des ,,Mittelpunktes”, an welchem die vier Netzbogen zu- 
xammengefuhrt sind, sich so verschieben kann, dass die Summe der 
vier den Netzbogen gemass (2) zuzuordnenden Entropien ein Maxi- 

l) P. J .  Plory und J .  Rehner, J .  chem. Phys. I I, 512 (1943). 
2, R. L. G.  Treloar, Trans. Farad. SOC. 42, 83 (1946). 
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mum wird. Die mit, Hilfe clieses Modells berechiiete Rbhangigkeit der 
Entropie vom Dehnungsgrde ist mit Gleichung (4) identisch ; d a b  e i 
i s t  weder  eiri Or i en t i e rungsan te i l  n o c h  e in  D e h n u n g s -  
p e r m u t a t i o n  s a n  t e i l  b e r u  c ks ic  h t i g  t.  Die beim Model1 Fig. 1 
festgestellten tTnsicherheiten hinsichtlich YollstLndigkeit der bei 

Fig. 3. 
I -~del l  von P. J .  Florg und I Rehner. Die Endpunkte der Vektoren h der vier Setzbogen, 
welche von einein herausgegriffenen Setzvcrkniipfungspunkt ausgehcn, denkt man sich 
in den Ecken cines regularen Tetraeders festgehaltcn; der herausgegriffene Xetzver- 
kniipfungspunkt, welcher nic  h t  festgehalten ist, bcfindet sich dann ungefiihr in der Tet.ra- 
ederrnitte. Uei der Dehnung erfahren die Tetraederecken cine affine Transformation; der 
herausgegriffene Xetzverkniipfungspunkt stellt sich so ein, dass die Surnnie der Entropien 
der vier Xetzbogen ein Maximum wird. Flory und Rehner versuchcn durch dieses Model1 
einer nicht vollstandigcn Pestlegung der Vulkanisicrungspunktc Rechnung zu tragen. 

Berechnung der Doppelbrechung und tler Riickstellkraft zu beriick- 
sichtigenden Orientierungs- und andern Rnteile iibertragen sich also 
auf dieses Modell, welches sich von den Nodellen Fig. 1 untl 2 wesent- 
lich durch die nicht vollige Festlegurig des Tetraedermittelpunktes 
unt'erscheidet. Xach Angaben der Autoren, welche tlas Modell in 
Vorschlag gebracht, haben, sol1 versucht, werden, damit eirier nicht 
vollstandigen Festlegung der Vulkanisierungspunkte Rechnung zii 
t.ragen ; wir vermuten, dass dieser Ansatz richtiges enthalt ; auf Grunt1 
von neulich erschienenen Arbeit,en iiber tlas Relasationszeitspektrum 
des Kaut,schuksl) miichten wir allerdings glauben, (lass diese Art 
Beriicksichtigung der Verschiebbarkeit von Vulkanisationspunkten 
nicht ganz befriedigen kann, indem eine Verschiebbarkeit sozusagen 
nller Yulkanisationspunkte mzunehmen ist', jedoch cine Verschieb- 
barkeit, welche, um wirksam zu werden, Zeit und m a r  fiir 1-erschieden 
geartet.e Punkte extrem verschietlen vie1 Zeit beniit,igt. 

Die Fmge cles Quel lungsgle ichgewichts  fur vulkanisierten 
Kautschuk ist unter Beniitzung des Modells Fig. 3,  sowie von Ansatz 
(2)  und eiries r o n  X .  L. Huggins2) und gleichzeitig von P. J .  PZ0ry3) 

l )  11.. Kuhn, 0. Kunrle und A .  Preissmann, Hclv. 30, 305 und 164 (1947); 11'. Kzihn 

2, N .  L. Hzcggins, J. Yhys. Chem. 46,151 (1942); .J. .2tn. cheni. SOC. 64, 1712 (1912). 
3, P .  J .  Flory, J. cheni. Phys. 10, 61 (1942). 

uncl 0. Kunzle, Helr. 30, 839 (1945). 
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angegebenen Ausdrucks fur die Mischungsentropie vor einiger Zeit 
von P. J .  PZory und J .  Rehnerl) behandelt worden. Da wir auch die 
Dehnungsdoppelbrechung mitbehandeln wollen und da ein quanti- 
tativer Vergleich dann besonders wertvoll ist, wenn die einzelnen 
Punkte der Berechnung klar uberblickt werden konnen, werden wir 
eine solche Berechnung unter Zugrundelegung des Modells Fig. 2 
durchfuhren. Es wird sich zeigen, dass sich das Ergebnis fur das 
Quellungsgleichgewicht von dem von Plory und Rehner erhaltenen 
etwas, wenn auch nicht stark, unterscheidet. Es wird sich bei dem 
Gnterschiede um das erwahnte, auch bei der Dehnung von Kautschuk 
auftretende D e h n u n g  s p e r  m u  t a t i o n s gl i  e d handeln. Wir werden 
uns daher in einem nachsten Abschnitt mit der Natur und mit der 
Berechtigung eines Permutationsgliedes befassen. 

2. Pe rmuta t ionsg l i ed .  
Wir erhalten ein Permutationsglied fur die beim Dehnen von 

Kautschuk auftretende Entropieanderung dann, wenn wir die Viel- 
zahl der in der Substanz vorliegenden Netzbogen zusammen als eine 
statistische Gesamtheit betrachten. Es ist eine Betrachtungsweise, 
welche hinsichtlich der Orientierung der Netzbogen von W. Kuhuz2), 
sowie von W. Kuhuz und P. Griin3) als notwendig erkannt wurde und 
welche in allgemeiner Formulierung zuerst von P. T. WaZZ4) angegeben 
wurde. Eine weitgehende Klarlegung, welche aber im nachstehenden 
noch erggnzt werden soll, ist in zwei vor einiger Zeit erschienenen 
-4rbeiten gegeben  ord den^)^). Wir werden uns daher im ersten Teil 
dieser Betrachtung kurz fassen. 

Der Einfachheit halber betrachten wir zunachst den eindimen- 
sionalen Fall : Der Fadenanfangspunkt werde in den Nullpunkt des 
Koordinatensystems gelegt; es befinde sich ferner bei z-0 eine Wand, 
welche dafiir sorgt, dass der Fadenendpunkt nur bei pos i t i ven  
Werten von z liegen kann. Es ist dann die Wahrscheinlichkeit dafur, 
dass der Fadenendpunkt eine z-Koordinate, welche zwischen z und 
z+dz liegt, besitzt, gleich 

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion (6)  besitzt ein Maximum fur 
z-0; ebenso wie im dreidimensionalen Fall die Funktion (1) fur 
h - 0  ein Maximum hat. 

l) P. J .  Flory und J .  Rehner, J. chcm. Phys. I I, 521 (1943), 12, 412 (1944). 
2, W .  Kuhn, Koll. Z. 87, 3 (1939). 
3, W .  Kuhn und F .  Grun, 1. c. 11. 
4, F .  T. Wall, J. chem. Phys. 10, 132, 485 (1942), I I ,  528 (1943). 
5 ,  W .  Kuhn und F. Grun, J. Polymer Sci. I. 183 (1946). 
6 ,  W .  Kuhn und H .  Kuhn, Helv. 29, 1615, 1634 (1946); im folgenden als 1. c. I11 

bezeichnet. 
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Betrachten wir jetzt eine Gesamtheit von g Fsdenmolekeln; 
teilen wir ferner die z-Achse in n-kleine Abschnitte dz,, dzz, dz, . . . dz, 
ein, so ist die apriori-Wahrscheinlichkeit dafur, dass der Endpunkt 
einer herausgemiffenen Molekel in den bei z1 gelegenen Abschnitt dz, 
entfaillt, g1eiX 

Ent sprechend 

(7) 

ordnen wir einer Molekel, deren Endpunkt in 
dieses Intervall entfallt, eine Entropie 

3 z12 -k  + k In dz, 
k 
2 zNmA; 2N,Ak 

s1 = k l n w ,  = -In 

xu. Wenn die Intervalle dz, alle gleich gross gemscht werden, hsben 
wir zufolge von (8) allgemein 

3 ziz 

2 N , A i  ’ 
si = const - k 

eine Beziehung, die genau der Beziehung ( 2 )  entspricht. Die Wahr- 
scheinlichkeit dafur, dass die Endpunkte von v1 ganz bestimmten 
Fadenmolekeln (z. B. die Endpunkte der dritten, zwolften und neun- 
zehnten Molekel) in das Intervall dz,, die Endpunkte von vZ andern, 
ebenfalls bestimmten Fsdenmolekeln in das Intervall dz, fallen usw., 
ist dann gleich 

w = w 1 ~ ~ . W z ~ a . .  . . (9) 
wobei 

ist. 
Wenn z,=O ist, z,, z3...z, dagegen von 0 verschieden sind, so 

ist (nach 8a) s1 der grosste unter den vorkommenden si-Werten, w1 
der grosste unter den vorkommenden wi-Werten. Nach (9) ist dann 
weiter die Wahrscheinlichkeit W am grossten, wenn vl=g, v 2 = v 3 .  . . 
v,,=O gemacht werden, also dann, wenn alle Fadenenden in das bei 
z=O liegende Intervall fallen. Nach dem Gesagten ist das eine Konse- 
quenz, welche nur dann eintritt, wenn alle dzi gleich gross gcmacht 
werden. 

Wenn wir nach der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines durch 
die Besetzungszahlen Y,, v Z  . . . Y, gekennzeichneten Zustandes fragen, 
so meinen wir damit die Wahrscheinlichkeit dafur, dass unter den 
vorhandenen g Molekel-Endpunkten i r  g e n d w e 1 c h e Y, Endpunkte 
in den Bereich dz,, irgendwelche v,Endpunkte in den Bereich dz, 

Z:Vi=g (10) .  
i 
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entfallen usw. Die Wahrscheinlichkeit hierfur ergibt sich bekanntlich 
aus (9) durch Anfugen eines Permutationsfaktors 

g! 
D V i !  
i 

also 

Die Entropie dieses Zustandes 
Ansatz 

ist nach dem Boltxmanrz'schen 

S = k l n W  = kz:iInwi+kglng-kz:vi lnvi  (13) 
1 1 

Wir haben das erste Glied 
Sinnerer Zuqtand = k z v i  In v'i = ZViSi (13%) 

als d a s  d e m  i n n e r n  Z u s t a n d  d e r  e inze lnen  Ne tzbogen  e n t -  
sp rechende  Gl ied ,  und die Grosse 

Spermut = kg 1n g - k Z v i  ln vi (13b) 

I i 

I 

als das P e r m u t a t i o n s g l i e d  der Entropie bezeichnet. 
Fur die Besetzungszahlen, welche (12) bzw. (13) xu einem Maxi- 

mum machen und welche wir mit vl0, vz0,. . . Y,, bezeichnen, erhiilt 
man in bekannter Weise: 

(14) 

Die wahrscheinlichste Besetzungszahl Y,, ist also gleich der 
apriori-Wahrscheinlichkeit fur das Entfallen einer beliebig heraus- 
gegriffenen Molekel in das Interval1 dz,, multipliziert mitt der Zahl g 
der auf die Intervalle zu verteilenden Molekeln. Man erkennt, dass 
dieser notwendige Sachverhalt wesentlich durch Mitberucksichtigung 
des Permutationsfaktors in (12) bedingt wurde; das Ergebnis (14) 
wurden wir aus (9) nicht erhalten. 

Bezeichnen wir mit W, die Wahrscheinlichkeit, bzw. mit So die 
Entropie des wahrscheinlichsten Zustandes, also. desjenigen Zustandes, 
der durch die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen v l0 .  . . vn0 ge- 
kennzeichnet ist, so erhalten wir beispielsweise aus (13) unter Be- 
rucksichtigung von (14) : 

Vl0 = gw,; v2, = gw,, . . . . Y n o  = gw, 

So = k In W, = k z v I  ,, In wi + kg In g - k Zvi , In vi0 
i i 

i 1 
= k z v i  ,, In wi + kg  In g - k zvio In wi - k z vi In g = 0 (15) 

Wegen S,=O wird die Differenz S-So, also die Entropieanderung 
beim Ubergang vom wahrscheinlichsten, durch die vi , gekennzeich- 
neten Zustande zu einem durch beliebige Besetzungszahlen Y, defi- 
nierten Zustande einfach gleich dem Ausdrucke (13), also gleich: 

S- So = k ( z q  In wi- z v i  In v i ) + k g  In g (16) 
1 i 
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Da wegen (14) In wi-ln vio-lng ist und unter Beriicksichtigung 

(1Ga) 

von ( lo ) ,  kann dafiir auch geschrieben werden 
S - So 7 k (2’ vl  In v1 - 2 v1 I n  q) 

i i 

In  Glcichung (16) riihren, genau wie bei (13), die beiden Sum- 
manden (13b) vom Permutationsfaktor (11) her untl d i e  Bez iehung  
( 1 6 )  g i l t  a l so  u n t e r  d c r  Vorausse t zung ,  das s  sowohl  im R u s -  
g a n g s z u s t a n d e  ( S o )  a ls  a u c h  im  13ndzustantle ( S )  vol l ige 
P e r m u t i e r b a r k  e i t a 11 e r S e t z b o g en  v e r w i r k 1 i c h t s e i. 

Denken wir an vulkanisierten Kautschuk, so sehen mir sofort, 
dass die Permutierbarkeit aller Netzbogen zwar im Ausgangszustande 
So gewahrleistet ist, indem beim Vulkanisieren eirifach die Netzbogen 
auf den zufallig geratie vorliegenden Wert von h festgelegt wurtlen; es 
wurden sich beim Losen der Vulkanisierungspunktc die Verteilungs- 
funktion (6)  bzw. die vio  nicht andern; andern wiirde sich nur die 
individuelle Art der Verwirklichung der Resetzungszahl vi ,.Het,rschten 
u-ir anderseits den ij’bergang zum getiehnt,en Zustande des vulkani- 
siertcn Kautschuks, so sehen wir, dass jeder Netzbogen von dem 
h-Werte, auf den er beim Vulkanisieren der nichtgedehntcn Probe 
festgclegt worden wmr, in eine bes t  imm t e andere Endlage iiber- 
gefiihrt w-ird. E s  i s t  infolgedessen u n k l a r ,  ob  be im D e h n e n  
des  vu lkan i s i e r t en  K a u t s c h u k s  d ie  P e r m u t a t i o n s g l i e d e r  
(13b) u b e r h a u p t  e ine  Berech t igung  b e h a l t e n ,  ein Punkt, auf 
den der eine von uns gesprachweise durch Herrn P. J.Plory auf- 
merksam gemacht wurde. Es stellt sich also die Frage, ob wir fur den 
Fall des vulkanisierten Kautschuks vom Ausdruck (12) zu (9)  bzw. 
vom Ausdruck (16) xu ( 1 3 4  zuriickkehren miissen. Wir w-erden sehen, 
dass dime Frage grundsiiitzlich mit ja, hinsichtlich des Endergeb- 
nisses mit nein beantwortet werden muss. 

I 
I I I I  I 
I I ! I  

Pig. 4. 
Gesamtheit von Fadenmolekeln, bei welchen der Anfangspunkt bei z = 0 festgehalten ist. 
Der Endpunkt kann sich auf einer Parallelen zur z-Achsc im Bereiche positiver Wertc 

von z bewcgen. 

13etrachten wir gemass Fig. 4 eine Gessmtheit von Faden- 
molekeln, bei welchen cier Anfangspunkt bei z =  0 festgehalten ist, 

108 
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wahrend der Endpunkt sich auf einer Parallelen zur z-Achse im 
Bereiche positiver Werte von z frei verschieben kann. Wenn wir den 
Bereich der Variablen z in Intervalle dz, einteilen, so haben wir ge- 
sehen, dass die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen durch Gleichung 
(14) gegeben sind. Diese Verteilung erhalt sich dadurch stationiir auf- 
recht, dass einzelne Faden ihren z-Wert vergrossern, andere ihn in- 
folge Brown’scher Bewegung verringern. Die Entropie der Gesamtheit 
ist dabei durch (15) gegeben. 

Denken wir uns nun plotzlich jeden der Fadenendpunkte fest- 
gehalten und die Bewegung der Fadenendpunkte relativ zueinander 
mechanisch so gekoppelt, dass alle Faden sich entweder gleichzeitig 
dilatieren oder gleichzeitig (etwa um einen Faktor z) in der z-Richtung 
kontrahieren miissen. Offenbar  geh t  dadurch ,  iihnlich wie 
beim Vulkanis ieren von  K a u t s c h u k ,  die  Pe rmut i e rba rke i t  
der  F a d e n  verloren. E s  kommt  j e t z t  n ich t  mehr  vo r ,  dass  
ein F a d e n ,  welcher e inen kleinen z -Wer t  bes i t z t ,  sich 
d i l a t i e r t ,  wahrend  sich dafiir  e in  F a d e n  mi t  grossem z-Wert  
s t a t  is  t i s c h kon  t r ah ie r  en wur d e. 

Auf der einen Seite mochte man nun erwarten, dass in dem so 
gekoppelten System eine Kontraktion eintritt, indem ja, gemass (8a) 
die Entropie jedes einzelnen Fadens abnimmt, wenn der zugehorige 
z-Wert verringert wird. Anderseits miissen wir sagen, dass die Gleich- 
gewichtsverteilung im nichtgekoppelten System dadurch zustande 
kam, dass einzelne Faden ihren z-Wert freiwillig vergrosserten, andere 
ihn freiwillig verringerten und dass diese Tendenz auch bleiben muss, 
nachdem der Koppelungsmechanismus in Funktion gesetzt wurde. 
Es ist dann schwer einzusehen, wie sich die kinetische Expansions- 
und Kontraktionstendenz in der stationiiren Verteilung (Gleichung 6)  
zwar in Abwesenheit der Koppelung im Mittel von selbst kompen- 
sieren soll, sich bei Hinzufugung der Koppelung aber nicht mehr weg- 
heben soll. Dabei ist weiter klar, dass die Expansions- und Kontrak- 
tionstendenzen der einzelnen Faden, welche sich in der normalen Ver- 
teilung ( Gleichung 6)  kompensieren, im Zeitmittel an jedem einzelnen 
Faden festzustellen sind und dass diese Tendenzen u n d  ih re  
Kompensa t ion  eigent l ich mi t  e iner  Pe rmut i e rba rke i t  der  
FBden i n  der  Gesamthei t  n i ch t s  zu t u n  haben.  Jeder Faden 
wird, auch wenn er ganz allein ist, im Laufe der Zeit seinen z-Wert 
manchmal vergrossern, manchmal verkleinern, so dass sich im Zeit- 
mittel die Verteilungsfunktion (6)  ergibt. 

Es ist hiernach zu vermuten, dass bei einer der Vulkanisierung 
von Kautschuk Bhnlichen Kopplung der einzelnen z- Werte des Systems 
Fig. 4 das Gleichgewicht erhalten bleibt, jedoch in solcher  Weise,  
dass  das  Gleichgewicht a u s  dem Verha l ten  des  e inzelnen 
F a d e n s  u n d  ohne Annahme  de r  n i ch t  mehr  vo rhandenen  
Pe rmut i e rba rke i t  e rk l a r t  wird. 
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Urn zu zeigen, dass dies der Fall ist, betrachten wir zunachst den 
Spezialfall der Dilatation (oder Kontraktion) aller z-Werte in Fig. 4 
um einen Faktor t. 

Buerst suchen wir die Entropieiinderung, welche sich auf Grund 
der Gleichung (16) ergeben wiirde, einer Gleichung, welche von der 
Voraussetzung der Permutierbarkeit Gebrauch maeht und welche 
wir da,her ablehnen mochten. Sach der Dehnung um einen Faktor t 
befinden sich bci z, in cinem Intervall von der Griisse dzi diejenigen 
Fadenendpunkte, welche sich vo r  der Dehnung bei zi / t  in einem 
Intervall von der Grosse dz,/z befunden hatten; ti. h. es ist ngch der 
Dehnung 

3 1:' 

Y l  g ( -  - -  6 .) 1 z  e -r227mA:, _ _  t1z1 

TC S, A; T 

u-ahrend vor der Dehnung gewesen war 

Einsct,zen in (1Ga) ergibt fur die unter Voraussetzung der Permutier- 
barkeit berechnete Entropieanderung beim Dehnen : 

[unter Voraussetzung von Permutierbarkcit aus (lsa)]. (18) 

Wenn wir die Summe durch ein Integral ersetzen, konnen wir 
hierfiir such schreiben 

[unter Voraussetzung von Permutierbarkcit aus (16a)l. 

Anderscits betrachten wir die Entropie im vulkanisierten 
System vor und naeh dcr Dehnung u n t e r  Ausschluss  de r  Per-  
m u t i e r b a r k e i t .  Vor dcr Dehnung liegen im Intervall dzi irgend- 
welche v, ,, Molekelendpunkte. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 
gerade diese bostimmten Fadenentipunkte in dieses Intervall fallen, 
ist entsprechcnd Gleichung (9)  und untcr Rerucksichtigung yon (7) :  

Nach  tier Dehnung befinden sich die Entlpunkte t ierselben 
Faden bei z;s in einem Interval1 von der Grosse dz;t. Die Wahr- 
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scheinlichkeit dafur, dass der Endpunkt einer vorgegebenen Faden- 
molekel in das bei z iz  liegende Intervall dzit fallt, ist offenbar nach 

und die Wahrscheinlichkeit, dass gerade die vorgegebenen vi0 Faden- 
endpunkte in dem neuen Intervall liegen, gleich 

Der Beitrag zur Entropieanderung, welcher davon herruhrt, dass 
die ursprunglich im Intervall dz, befindliahen Fadenenden i n  d iv i  - 
duel1 in das bei ziz liegende Intervall dziz ubergefiihrt werden, ist 
infolgedessen gleich 

+Inr] (19c) 
2N,AL 2 N m A 2  

s ' - s  = k l n m ' - k l n w =  kvi, 

Sie ist einfach proportional der Anzahl vio  der Fadenenden, 
welche sich im normalen Zustande im Intervall dzi befanden. Die 
Gesamtentropieanderung S-So ergibt sich aus ( 19c) durch Summie- 
rung uber alle vio-Werte zu 

Ersetzen wir such hier die Summe durch ein Integral, so wird 

{Entropieiinderung fur Ubergang aus dem Normalzustand zur individue1len"verteilung 
im gedehnten Zustand unter Ausschluss von Permutierbarkeit.) 

Wir brauchen in (1%) nur die Variable z/z durch z zu ersetzen 
(wax die Integrationsgrenze in [Ha] ungeandert 1Lsst) und sehen, dass 
d a m  (Ma) mit (20) identisch wird. Die Gultigkeit  der  Beziehung 
( 1 8 a )  oder ( 2 0 )  i s t  also i n  Wirk l ichkei t  f r e i v o n  der Voraus- 
se tzung einer Ver tauschbarke i t  der  Netzbogen. 

Indem wir auf die Einzelheiten der Begrundung von (Ma) zu- 
ruckgehen, stellen wir fest, dass der Permutationsanteil (13b) bei der 
Bildung von (S-So) das Glied 

lief er t . 
(S - So)permut = kg  In t Perrnutationsanteil von (1%) (21) 
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Bei der ohne  A n n a h m e  e ine r  P e r m u t , a h i l i t a t  tlurchge- 
fiihrten Betrachtung sehen wir anderseits aus ( 1 . 9 ~ ~  b, c )  untl (20), 
dam der in (20 )  auftretende Summand kg l n t  tlitvon herriihrt, tiass 
tlas Interval1 dzi hei der Dehnung in das grossere 1nt.ervall d z , t  
iihergefiihrt wird Dieser  S u m m a n d  r i ih r t  a l so  n u r  d a v o n  h e r ,  
das s  d a s  dem vorgegebenen  F a d e n  z u r  Ver fugung  s t e h e n d e  
I n t e r v a l 1  be i  e iner  pa ra l l e l  z u r  z - R i c h t u n g  de r  Fig.  4 e r -  
fo lgenden  Di l a t , a t ion  u m  e inen  F a k t o r  t verg r6sse r t  wird.  
Rus (7)  ersieht man, dass eine Vergrosserung des Intervalls dz sofort 
eine Vergrosserung der auftretenden apriori-Wahrscheinliehkeit zur 
Folge hat. Es i s t  dies  e ine  E r h o h u n g  d e r  Wahrsche in l i chke i t ,  
welche m i t  P e r m u t i e r b a r k e i t  n i c h t s  zu t u n  h a t  und welche 
in ganz analoger Weise auch bei Gasen oder verdunnten Liisungen 
auftritt : 

U'enn das einer einzelnen Gasmoleltcl zur Verfiigung gcetclltc Volumcn von v1 auf 
v2 = t v1 vergrossert wird, so andert sich die Entropie von k In v, auf k In v2 = k In vl+ 
k In T. 1st nicht cine einzige, sondern sind g Molekel in dem Volumen v, cnthalten, welches 
nachher auf v2 = t v l  vergrossert wird, so ist die Entropicanderung g ma1 so gross, also 
gleich S- So = kg In T. 

Den in (20) vorkommenclen Summanden k g l n t  miissen wir 
demnach als I n  t e rva l l  d i l  a t a t i o n s a n t ei 1 der Entropieanclerung 
deuten. Er tritt bei der Ermittlung tle,r individuellen, bcim Dehnen 
von vulkanisiertem Kautschuk erfolgentlen EntBropie%nderung quali- 
tativ untl quantitat,iv a n  d ie  S te l l e  des  Pe rmuta t io r i san te i l s ,  
welcher bei der entsprechenden De,forni:ttion ciner nicht vnlkani- 
sierten Gesamt'heit auftreten wurde. 

V e r a l l g e m e i n c r u n g  : Wir habcn vorhiii die Aquivalenz des Intcrvalldilatations- 
antcils mit dem sogcnanntcn Permutationsanteil nachgewiesen fu r  den Spezialfall, dass 
die apriori Wahrscheinlichkeiten durch (7)  gegeben waren und dass die Stijrung dcr wahr- 
scheinlichstcn Vcrtcilung in eincr parallcl zur z-Achse in Fig. 4 crfolgenden Dilatation 
aller z-\\'crte uni cinen Faktor T bcsteht. Die Bctrachtung lasst sicli aber weitgrhcnd vcr- 
allgemeinern: Es sei im allgcmeinen Fall 

wobei 

Die wahrscheinlichsten Besctzungszahlcn v1 sind d a m ,  falls das Gcsmitsystem 
wicdcruni aus g Teilchen bcftcht : 

Y I O  = g.P(zt)dzi  (22,2) 

N'ir fiihren jctzt einc Zuutandsandcrung durch, bei welcher dcr Wcrt dcr Endpunkts- 
koordinate z, ubergefuhrt wird in 

und das Intcrvall dz, in 
zc, 1 :: f ( Z 1 )  ( 2 2 3  

d z q  f ' (z l )dzl  (22,4) 

Die %ah1 11, von Endpunktskoordinatcn, welchc n a c h  dcr Zustandsanderung in 
dem bei z, gelegenen lntervall dz, liegen wird, ist gleich dcr Anzahl von Endpunkts- 
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koordinaten, welche vor der Zustandeanderung in einem bei el gelegenen Intervall d Cl 
gelegen hatte, wobei 

z1 = f ( T 1 )  ( 2 2 4  

d z i  2 f'(5i)dCi (22,6) 
ist. Diese Anzahl ist (nach 22,2) 

y1 = gP(c1)diI w , 7 )  
Auf Grund der eine Permutierbarkeit voraussetzenden Formel (16a) erhalten wir 

daher fur die bei der Zustandsanderung auftretende Entropiedifferenz 

S - S, = k g z  p(5i)d Ti {In [P (4 dzi] -1n [ d & ) d  Ci]} 

(unter Voraussetzung von Permutierbarkeit aus (I6a)) 
(228)  

i 

oder, als Integral geschrieben: 
a3 

S - S , = k g /  ~ ( T ) ( l n [ ~ { f ( T ) } f ' ( i ) d T ] - l n [ ~ ( t ) d T ] ~ d C  (223)  

Fuhren wir anderseits, unter Ausschluss der Permutation eine Molekel i n d i v i d u e l l  
ans dem bei z1 gelegenen Intervall dzl in das bei ze, 1 gelegene Intervall dz,, 1 (Gleichung 
22,3 und 22,4), so ist die ind iv idue l le  Entropieanderung gleich 

0 

k l n  [P(Ze,l) dz,,1]-kln [&l)dZll (22,10) 

Dabei ist zu beachten, dass die Anzahl von Teilchen, die sich vor der Zustands- 

Der Beitrag der Teilchen, welche vor der Zustandsanderung im Intervall dz, gelegen 
knderung im Intervall dz, befanden, durch (22,2) gegeben ist. 

hattcn, zu der bei der Zustandsanderung erfolgenden Entropieanderung ist daher 

g P(zl)dzl(kln [P(Ze,l) dz,, 11 - k In [P(Zl)dZll} 

s- so = k g z d Z i ) d Z i { l n  [p(Ze,i)dze,i]-ln [P("i)dzil} 

(22,11) 

und wir erhalten fur die gesamte bei der Zuetandsanderung erfolgende Entropieanderung 
(Summe der an den einzelnen Molekeln hervorgebrachten Entropicanderungen) : 

(22712) 
i 

Ersetzen wir die Summc durch ein Integral, so wird 
a7 

s - Sfl = k p / p (z) (In [ p {f (z)} f' (z) dz] - In [ p (z) d z]] d z  
0 

(fur Zustandsanderung der individuellen Molekel, unter Ausschluss der Permutierbarkeit.) 

Nun ist (22, 13) mit (22,9) bis auf die Bezeichnung identisch. 
Es  i s t  d a m i t  e n d g u l t i g  geze ig t ,  das s  d a s  b e i  Z u s t a n d s g n d e -  
r u n g  e iner  p e r m u t i e r e n d e n  Ver t e i lung  a u f t r e t e n d e  P e r -  
mu ta t ionsg l i ed  d e r  E n t r o p i e  b e i  d e r  g le ichen  Z u s t a n d s -  
a n d e r u n g  e iner  n i c h t  p e r m u t i e r e n d e n  Ver t e i lung  i n  d e r -  
se lben  Grosse u n d  m i t  dense lben  Vorze ichen  a l s  I n t e r -  
v a l l d i l a t a t i o n s a n t e i l  auf tr i t t .  

Die Ubertragung von der eindimensionalen auf die mehrdimen- 
sionale Verteilung ist, da sich die Entropien addieren, einfach und sol1 
daher nicht im Einzelnen ausgefuhrt werden. 

Wir haben in dieser und in fruheren Arbeiten schon darauf hin- 
gewiesen, dass bei der Dehnung von elastisch festem Kautschuk die 
Frage, ob Permutationsanteile bei der Entropieberechnung in Rech- 
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nung zu stellen seien oder nicht, insofern eine rein mathematische 
Frage ist, als sich der Dehnungspermutationsanteil gegen den Orien- 
tierungsanteil exak t weghebt . 

Wie eine Betrachtung der fur den Orientierungsanteil gegebenen 
Berechnung zeigt, handelt es sich auch bei der Orientierung der 
Netzbogen im vulkanisierten Kautschuk um einen Intervalldilata- 
tionsanteil, so dass es zwei Intervalldilatationsanteile sind, welche 
sich bei der Dehnung des mlkanisierten Kautschuks konipensieren. 
Wir werden nun sehen, dass eine solche Kompensation im Falle des 
Quellungsgleichgewichts n i ch  t stattfindet, so dass der Austlruck fur 
dieses Gleichgewicht etwas, w-enn auch wenig verschieden ausfiillt, je 
nachdem der Intervalldilatationsanteil berucksichtigt wird oder nicht. 

3. Q u e l lu  n g u n d Q u e 1 l u n g  s g le  i c h g e w i c h t.. 
Der zunachst losungsmittelfreie, ungedehnte, vulkanisierte Kau- 

tschuk wird durch Zugabe eines Losungs- oder Quellungsmittels auf 
das q-fache seines ursprunglichen Volumens gequollen. Offenbar 
findet hierbei eine allseitige isotrope Dilstat,ion um einen Faktor 

statt.  Die Zustandsanderungen, welche sich dabei abspielen, beziehen 
sich dabei einerseits auf den Zustand der Net,zbogen des Kautschuks, 
anderseits auf die Vermischung bzw. Verdiinnung dcr den Kautschuk 
aufbauenden Substanz mit dem Losungsmittel. Dement,sprechend 
suchen wir die beim Quellen auftretende Entropieanderung als Summe 
von zwei Anteilen zu bestimmen, von denen der eine die Entropie- 
andemng der Netzbogen des Kautschuks, der andere die Vermischung 
mit dem Losungsmittel behandelt. Wir werden allerdings sehen, dass 
sich die beiden Anteile nicht ganz voneinander trennen lassen. 

7 = ql:J (23) 

B e m e r k u n g  : Wir weisen daraufhin, dass wir bei dieser Betrachtung benusst 
cine Reihe von Effekten vernachlassigen, welche das Bild bei Betrachtung der hoheren 
Xaherungcn, bzw. im Bereiche starker Dchnungen oder Quellungcn, etwas verschiebcn 
wiirden. Sieht  beriicksichtigt bleiben namlich 1. die bci starken Dehnungen der Setz-  
bogen erfolgende W a n d e r u n g  von V u l k a n i s i e r u n g s p u n k t e n ,  2. das Auftreten 
e n e r g i e - e l a s t i s c h e r  A n t e i l e  d e r  R u c k s t e l l k r a f t  (bzw. der freien Energie) bei 
starker Dehnung der Ketzbogcn und 3. das sehliessliche Ze r re i s sen  s t a r k  g e d e h n t e r  
N e  t z b  ogen. DiegenanntenEffekte sind in einer kiirzlich erschienenenBrbeit von IF. Kuhn 
und H .  Kuhn (I. c. 111) fur  den Fall starker Dchnung von u n g e q u o l l e n e m  Kautschuk 
behandclt worden. Der Einfluss dieser Effekte auf das Vcrhalten g e q u o l l c n r r  Systeme 
sol1 in einer spatercn Arbeit untcrsueht werden. 

a,) E n t r o p i e a n d e r u n g  d e r  Ne tzbogen  b e i m  Quel len des  
K a u  t schuks.  

Die Entropieanderung, welche eintritt, wenn eine dreidimen- 
sionale Gesamtheit G von Netzbogen, die sich zunachst in der nor- 
malen Verteilung 

d G h , h + d h  = GBe- ' (h)h2dh (24) 
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befindet, isotrop um einen Faktor z gedehnt, d. h. der Transformation 
x'= x.z; y'= y . t ;  z '=  Z ' Z  (25) 

unterworfen wird, ist 1. c. I11 angegeben worden. 
Fur die erste Naherung kame dabei 

und 
3 h 2  

2 N,Ai 
@(h) = 

Fur hohere Naherungen sei auf jene Arbeit verwiesen. Durch die 
Transformation (25 )  werden alle Werte von h in h * z  ubergefuhrt. Die 
dabei auftretende Entropieanderung betriigt nach Gleichung (41) 
der genannten Arbeit (wenn wir im dort aufgezeichneten Integral die 
Variable h/z durch h ersetzen) : 

(S - So)Dilatation = 3 k C: In z - k GB F- @(h) [@ (h.t) - @ (h)] h2d h (26)  

oder, wenn wir auf Grund von (23 )  anstatt des Dilatationsparameters 
z den Quellungsgrad q einfuhren: 

0 

M 

(S- So)Dilatation = kGlnq-kGBfi-m(h)[@(h.q'.j)- @(h)] h2dh (26a) 
0 

Dabei stellt der Summand 3 k G  lnz in (26) bzw. der Summand 
k G  lnq in (26a) das Dehnungspermutationsglied, oder wie wir jetzt 
besser sagen, das In te rva l ld i la ta t ionsgl ied  dar. Es tragt also der 
Tatsache Rechnung, dass das Volumen 4 7th2dh der zwischen h und 
h +dh liegenden Kugelschale bei der Transformation (25) cine Ver- 
grosserung um einen Faktor z3 erfahrt. Wenn wir uns die Anfangs- 
punkte der Netzbogen in den Nullpunkt cines x, y, z-Koordinaten- 
systems gelegt denken, so  be rucks i ch t ig t  a l so  d e r  S u m m a n d  
k G l n q  i n  ( 2 6 a )  d ie  T a t s a c h e ,  das s  s ich  d i e  Moleke lend-  
p u n k t e  u n d  d a m i t  a u c h  d i e  Moleke lmi t t e lpunk te  n a c h  d e r  
Que l lung  auf e in  u m  e inen  F a k t o r  q grosseres  Vo lumen  
a l s  v o r  d e r  Que l lung  ver te i len .  Wir werden diesem letzteren 
Gmstande Rechnung zu tragen hsben, wenn wir uns mit dem Entropie- 
anteil befassen, welcher die beim Quellen stattfindende Wechselwirkung 
zwischen Losungsmittel und gelostem Kautschuk berucksichtigt. 

b )  E n t r o p i e a n d e r u n g  a l s  Fo lge  d e r  V e r d u n n u n g  d e r  d e n  
K a u t s c h u k  a u f b a u e n d e n  S u b s t a n z  m i t  d e m  Losungsmi t t e l .  

Von M .  L. Huggins (1. c.), sowie von P. J .  FZory (1. c.) ist auf 
Grund s ta tis tischer B etrachtungen die Entropiea'nderung berechnet 
worden, welche eintritt, wenn 1 cm3 einer hochpolymeren Substanz 
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(also G Einzelfaden) mit (q-1 ) cm3 eines niedrig molekularen Lo- 
sungsmittels vermischt werdcn. 

1st Mf das Molgewiclit der Xetzbogen, e die Dichte der hochpoly- 
meren Substanz im ungequollenen Zustande, K ,, die Loschmidt’schc 
Bahl pro Mol, so ist die pro cm3 des nicht gequollenen Hochpolynieren 
vorhandene Anzahl von Setzbogen gleich 

1st ferner el die Dichte des Losungsmittels, 31, dessen Mol- 
gewich t oder 

( 2 8 )  

das i\lolvolumen des Losungsmittels, so ist offenbar die in (q-1) 
em3 des niedrig molekularen Losungsmittels enthaltene Anzahl von 
Losungsmittelmolekeln gleich 

(29) 

Bei Benut,zung dieser Bezeichnungen lautet der ilustlruck fur die 
Mischungsentropie von G Einzelfaden bzw. von 1 em3 der ungequol- 
lenen Substariz mit (q-1 ) cm3 Losungsmittel 

Er setzt sich also aus zwei Summanden zusammen. Der erste ist 
proportional der Anzahl g, der Molekel des Quellungsmittels, und 
tragt gewissermassen tier Anderung der Verteilung tier IJcisungsmittel- 
molekel beim Quellen Rechnung, wahrcnd der andere Summand pro- 
portional der Anzahl G tier Xetzbogen ist und der Tatsache Rechnung 
tragt, dass das Yolumen, uber welches sich die S c h w e r p u n k t e  d e r  
Xetzbogen  verteilen konnen, beim Quellen urn den Faktor q zu- 
nimmt. 

c )  Gesamte  Quel lungsent ropie .  
Hierzu stellen wir nun fest, dass sich die eben gegebene Begrun- 

dung fur  den zweiten Summanden in (30), also fiir k G lnq, inhaltlich 
tieckt mit der Regrundung, die wir fur den gleichlautenden ersten 
Summanden in Gleichung (26%)  angegebcn haben. Bc4 tler Bespre- 
chung von ( a h )  haben wir ja festgestellt, dass tias Glied k G  l n q  
tittvon herruhrt, dass sich die P a d  e n e n d p u n k t e naeh dem Quellen 
uber ein um den Faktor q grosseres Volumen als vor dem Quellen 
verteilen konnen. 

D a  a b e r  d ie  Ver t e i lung  d e r  Moleke l schwerpunk te  m i t  
d e r  d e r  Moleke lendpunk te  gekoppe l t  i s t ,  so  e r g i b t  s ich ,  
das s  wir d e n  S u m m a n d e n  k G l n q  b e i  B i l d u n g  d e r  be im 
Quel len  a u f t r e t e n d e n  g e s a m t e n  E n t r o p i e a n d e r u n g  n u r  
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e inmal  berucks ich t igen  durfen.  Wir erhalten also fur die ge- 
samte Quellungsentropie aus (26a) und (30) unter Weglassung des 
einen der Summanden k G 1x1 q: 

(S- = kG In q- k G B  e-(P(h) @(h- 9%) - @ (h)] h2d h +  kgl In (31) total i '  0 q - 1  

Setzen wir f i i r  die Auswertung des in dieser Formel vorkom- 
menden Integrals die Naherungswerte fur B und fur @(h) aus 
(24a und b)  ein, so erhalten wir 

00 

(32) 
3 

- k GBJe- (P(h) [ @ (b.q%)- @(h)] h2dh = - kG -(q2/3 2 - 1) 
0 

und somit 
(33) 

Wenn wir (27) und (29) berucksichtigen und N,-k=R (universelle 

3 
(S- So)Quellung = kGln q - k G - ( q 2 ' 3 - l ) + k g ~ l n ~  

2 q-1  total 

Gaskonstante) setzen, konnsn wir fur (33) auch schreiben: 

Der von Plory und Rehner fur die Quellungsentropie durch eine 
im iibrigen ahnliche Betrachtung unter Beniitzung des Modells Fig. 3 
erhaltene Ausdruck unterscheidet sich hiervon durch das Fehlen des 
ersten Summanden rechts und lautet also 

(berechnet von P. J. Flory und J. Rehner fur Model1 Fig. 3) 

Ein Uberblick uber die fur die Beziehung (34) gegebene Begrun- 
dung zeigt, dass ( 3 4 )  i n  (34a )  ubergehen  wurde ,  wenn wir so-  
wohl i n  ( 2 6 % )  als auch  i n  ( 3 0 )  das  I n t e r v a l l - D i l a t a t i o n s -  
glied k G  lnq weglassen. 

Benutzen wir an Stelle von (24a) und (24b) die besseren Niihe- 
rungen [vergleiche 1. c. I11 Gleichung (3) und (4)]: 

M 

und 

so wird zunaehst, wenn wir zur Abkiirzung 
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und nachher 

setzen: 
hL 

bzw. 

In  ahnlicher Weise wird [bei der teilweisen Auswertung von (as)]: 
m 

Das andere bei der Auswertung von (26) zu bestimmende Integral 

lasst sich in ahnlicher Weise behandeln. Wir brauchen nur in (36) h 
durch her zu erset,zen und die Reihenentwicklung (37) zu beachten. 
Wir erhalten dann fur (26) insgesamt: 

3 1 15 1 91 1 68499 
8 N 32 -I;* 1280 s; 12800 

+--+-.- -+. . . 
(S-So)Dilntntion - 3 k G l n t + k G  ~ m m . . . ~ 3  18 

1 1 3  --+---+--+. . . 
4 xm 16 640 s; 25 

141 
\ ,  

1 3 1 189 1 9603 1 11 1 1089 1 513 3 1 21 +.., 1 99 +-- + t 4  +--- +t6 + r e -  t 2  I 425i 1 [ b m  16 hi 320 1; l2800] 256 h i  800 [ x i  40 a: , 0 0 1  N: 800" ' . 
_- [ 8 j,,Z 

1 1 3  1 1 3  1 1 8  +--+--- 
4 R, 16 ~2 640 h: 25 

m 

-kG 

Unter Beachtung yon (23) erhalten wir fur die totale Quellungs- 
entropie aus (41) und (30)  zusammen wiederum unter Weglassung des 
einen der Summanden k G  lnq unter Beachtung von (27) und (29):  
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R q 
P1 q-*  

+ - ( q - l )  In- 

Zu den Naherungen (40) bis (42) ist zu bemerken, dass das Integral (40) fur r> 1 
zunachst nicht konvergiert, indem @ (h . t )  fur  h.r>N,A, unendlich wird, e-@(h) 
dagegen endlich bleibt. Dadurch dass fur @(h) bzw. @(h . t )  bei der Auswertung von 
(40) die Reihenentwicklung (36) benutzt wird, wird das Unendlichwerden des Ausdrucks 
(40) vermieden, und zwar in einer physikalisch sinnvollen Weise: Die Tatsache, dass 
@ ( h . t )  fur ht>N,A, unendlich wird, entspricht (vergleiche 1. c. 111) der Tatsache, 
dass der Abstand zwischen Anfangs- und Endpunkt eines Netzbogens nicht grosser als 
dessen hydrodynamische Lange h', A, werden kann ohne dass energieelastische Krafte 
auftreten und schliesslich ein Zerreissen der Netzbogen eintritt. Das Abbrechen der 
Reihenentwicklung der Funktion @ (h . r )  entspricht nun einer Berucksichtigung der 
eben genannten !Catsache, dass infolge der energieelastischen Dehnbarkeit der Faden- 
elemente die Entropie der fast gestreckten Netzbogen auch fur h r  = K,A, n i c h t  
unendl ich  wird und selbst fur ~T>N,A,  endlich bleibt. Es ist vor kurzern gezeigt 
worden'), dass infolge der energieelastischen Dehnung die Entropie der einzelnen Netz- 
bogen bis zum endgultigen Zerreisssn grob angenahcrt in solcher Weise anwachst, wie es 
eineni Abhrueh der Rcihenentwicklung der Fuiiktion @ (hz) beiin vierten Glied entspricht. 

Nicht berucksichtigt in den Ausdrucken (40) bis (42) sind dagegen die an dcr Entropie 
des Gesamtsystems durch das schliesslich eintretende Zerreissen der stark gedohnten 
Netzbogen hervorgerufenen Auswirkungen. Diese Auswirkungen wurden darin bestehen, 
dass die zerrissenen Netzbogen (ahnlich wie im ungequollenen Kautschuk [siehe 1. c. III]), 
in die wahrscheinlichste Konstellation zuriickkehren, zur Entropie S- So also nichts 
beitragen. Auf die beim starken Dehnen der Netzbogen auftretende Energieelastizitat, 
welche in den Ausdrucken ebenfalls nicht berucksichtigt ist, haben wir schon hingewiesen. 
Wir werden auch nachstehcnd nochmals hierauf zuruckkommen. 

d )  Quel lungsgleichgewicnt .  

Zur Bestimmung des Quellungsgrades qlllIx, welcher sich ein- 
stellt, wenn vulkanisierter Kautschuk mit einer grossen Menge von 
reinem Losungsmittel in Reruhrung gebracht wird, benutzen wir die 
Forderung, dass im Quellungsmaximum 

sei, wenn F die freie Energie, U die Gesamtenergie bedeutet. 

l) W .  Kuhn und H .  Kuhn, Helv. 29, 1095 (1946). 
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Fur die Abschatzung der Grosse dU/dq schliessen wir uns den 
Retrachtungen von Hugginns (1. c.) und Plory (1. c.) an, welche fur die 
Losung einer hochpolymeren Verbindung in einem niedrig moleku- 
laren Losungsmittel auf halbempirischem Wege die Beziehung finden 

Hierin ist B eine von der Konzentration unabhangige Konstante, 
welche in Wirklichkeit sowohl den Abweichungen der Entropie 
reeller Systeme von der unter idealisierenden Voraussetzungen be- 
rechneten Entropie als auch der Existenz einer endlichen Verdun- 
nungswiirme Rechnung tragt. 

Wenn die Mischungsentropie g e n a u  z. B. durch (30) gegeben 
ware, so ware (B/q2) dq die Warmemenge, welche dem Systeme zuzu- 
fuhren ist, wenn einer Losung, welche einen cm3 der hochpolymeren 
Substanz und q-1 em3 Losungsmittel enthalt, bei konstanter 
Temperatur dq cm3 Losungsmittel zugesetzt werden. 

Einen weitern hier nicht berdcksichtigten Beitrag zur freien Energie bzw. zum Glied 
dUjdq in G1. (43) liefern diejenigen Netzbogen, welche im gequollenen System energ ie-  
e l a s t i s c h  beansprucht werden. Wir haben auf diese Tatsache schon zu Beginn von 
Abschnitt 3 und sodann nochmals am Ende von Abschnitt 3c hingewiesen. Es handelt 
sich um den Beitrag derjenigen Netzbogen, welche zufallig schon vor der Quellung einen 
grossen Wert des Parameters h (Abstand zwischen Anfangspunkt und Endpunkt) auf- 
wiesen und welche nach der Quellung auf einen Endpunktsabstand h t  gebracht werden, 
welcher gleich NmAm oder etwas grosser als N,Am ist. Wie erwiihnt, verzichten wir in 
der vorliegenden Arbeit auf eine Beriicksichtigung dieser durch energieelastische Be- 
anepruchungen von Netzbogen hervorgerufenen Auswirkungen. Die Berucksichtigung 
wiirde, wie man qualitativ leicht erkennt, bei massigem Quellungs- und Dehnungs- 
grade eine Herabsetzung des Quellungsgrades im Quellungsmaximum, sowie eine Stei- 
gerung der Riickstellkraft am gequollenen und zusiitzlich gedehnten Versuchskorper 
bewirken. 

Die Beziehungen (43, 44) liefern eine gute Ubereinstimmung mit 
der an einer Reihe von Kautschuklosungen in einem weiten Konzen- 
trationsbereich experimentell bestimmten freien Energie. Sie sind 
auch von PZory und Rehner (1. G . )  zusammen mit dem von letzterem 
fur die Quellungsentropie gefundenen Ausdruck (34a) zur Berechnung 
des Quellungsgleichgewichts benutzt worden. Benutzen wir fur die 
Quellungsentropie den Ausdruck (34), so liefert die Bedingung (43), 
unter Berucksichtigung von (44) : 

und dies wird, wenn wir nach Mf auflosen und gleichzeitig den dem 
Quellungsgleichgewicht entsprechenden q-Wert mit qmsy bezeichnen : 
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Setzen wir niiherungsweise 

so folgt an Stelle yon (46): 

Der von P. J .  Plory und J .  Rehner an Stelle von (46) auf Grund 
von (34a) gefundene Ausdruck fur Mf lautet : 

(Ausdruck von Flory u. Rehner) 

Er unterscheidet sich, wie man sieht, e t w a s  von (46). Der 
Unterschied (Auftreten des Gliedes -qmaS neben q z x  in [46]) ist 
aber so beschaffen, dass eine experimentelle P r ~ u n g  an der Erfahrung 
auf Schwierigkeiten stosst : ist namlich qmax relativ klein, z. B. gleich 
2 oder.3, so ist zwar der Unterschied zwischen (46) und (46a) betracht- 
lich; gleichzeitig wird aber, wie wir sogleich sehen werden, der Aus- 
druck (46) in diesem Gebiet unbrauchbar; bei grossen Werten von 
qIIJa, anderseits sollten (46) bzw. (47) gut brauchbar sein; doch wird 
hier der Unterschied zwischen (46) und (4th) so geringfugig, dass ein 
Entscheid durch Vergleich mit der Erfahrung ebenfalls kaum durch- 
fuhrbar ist. 

Gi i l t igkei tsgrenzen.  

Eine weitere teilweise Verbesserung der Beziehung (46) und im 
Zusammenhang damit eine wichtige Begrenzung von deren Gultig- 
keit ergibt sich daraus, dass die Naherung (34) fur die beim Quellen 
auftretende Entropieanderung bei relativ starker Dehnung der Netz- 
bogen ungiiltig wird. Tatsachlieh muss ja (34) bei relativ starker Ent- 
knauelung der Netzbogen durch (42) ersetzt werden. 

Setzen wir diese Beziehung an Stelle von (34) in (43) ein, wobei 
wir gleichzeitig N, >l voraussetzen, wahrend wir hinsichtlich der 
ubrigen Grossen die bei (47) benutzte Naherung anwenden, so er- 
halten wir: 
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oder auch 

Aus Gleichung (49),  welchc ihrerseits schon eine Xaherung dar- 
stellt (Voraussetzung N, >l ) ersehen wir mit hesontlerer Deutlichkeit, 
dass der Gultigkeitsbereich von (47)  und (46) vorsichtig beurteilt 
werden muss. 

Zunachst ist ersichtlich, dass (49) unter der Voraussetzung : 

(17a) 

in ( 4 i )  ubcrgcht. S u n  wachsen aber Zahler und Nenner des in (47s) 
auf der linken Seite stehentlen Rusdrucks beim Ghergang zu schw-ach 
vulkanisierten Proben gleiehzeitig an ; tatsachlich tritt ein grosses 
q,,, ,, bei schwachcn Vulkanisationsgratfen unti tlamit bei grossen 
Werten von S, (tier Rnzahl von statistischen Fadenelementen in 
einzelnen Netzbogen) auf. Es ist dsher naher zu unterauehen, unter 
welchen Bedingungen die Voraussetzung (47s)  erf ullt ist. 

Wir stellen hierzu fest, class das Molgewicht Mf ties Netzbogens 
mit tier Anzahl Km tier statistischen Fadenelemente im Netzbogen, 
sowie mit s,, der Anzahl monomerer Reste im ststistiwhen Fadenele- 
ment, und Jf,, dem Molgewicht des monomeren Restes verknupft ist : 

&If - Smsm 31, (-50) 

Fur Kautschuk in Benzol hahen wir beispielsweisel) 

s, ~ 2,s; Mg ~- 68, also S, Mg 190 odcr S, -- 
hI 
190 

Falls nun die Glieder, welche (49) von (47)  unterscheiden, e iniger-  
massen  klein sind, und qln,,>l (also etwas grosser als 5 )  ist, wird 
in erster Xaherung 

Wenn die beim ITerdiinnen zuzufuhrende Warme (proportional U )  
nicht gross ist, kann der Nenner in dieser Beziehung fiir eine Ab- 
schiitzung gleich eins gesetzt werden. Gleichsetzung dieser Beziehung 
mit (50) gibt tlann 

(51) 

l )  11.. Kzthn und H .  Kzthn, Hvlv. 26, 1391 (1913). 
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Nun ist fur Benzol y1 (das Molvolumen des Losungsmittels) 
ungefiihr gleich 88 em3 Mol-l. Mit den weiter angegebenen Zahlen 
wird dann 

Aus (51) bzw. (52) folgt, dass die Bedingung (47a), welche die 
Giiltigkeitsgrenze von (47) festlegt, nur bei einigermassen grossen 
Werten Ton q,,, erfullt ist. Im Falle von Kautschuk muss qmay auf 
Grund von Gleichung (52) und (49) mindestens etwa 7 oder 10  sein, 
damit (47) angewendet werden darf. Gleichung (47) kann auf Grund 
des Gesagten nur etwa im Bereiche 

und unter gleichzeitiger Voraussetzung der Bedingung 

verwendet werden. 
qmax > 5 

(52a) 

(62h) 

Um fur (49) einen ubersichtlicheren Ausdruck zu erhalten, setzen wir fur genugend 
grosse Werte von q,,, z. B. fur qmax>5, auf Grund von (52) fur Kautschuk nlherungs- 
weise 

Durch Einsetzen hiervon in (49) erhalten wir als fur Kautschuk einigermasscn 
gultige Naherung: 

Gleichung (53) bzw. die Ausdrucke (48) und (49) gelten unter Vernachliissigung der 
energieelastischen Beanspruchung von stark gedehnten Netzbogen sowie unter Vernach - 
liissigung des Zerreissens von Netzbogen. Auf Grund von 1. c. I11 kann uberlegt werden, 
dass die beiden hier vernachlassigten Effekte nur im Bereiche relativ kleiner Betrage des 
Quellungsmaximums qmax (d. h. bei stark vulkanisierten Proben) zu beriicksichtigen 
sind, nairnlich nur dann, wenn der Quotient q,:ix/Nm nicht klein gegen 1 ist. Solange die 
Grenzbedingung (47a) erfullt ist, tritt also keine Storung dureh die beiden hier nieht 
beriicksichtigten Effekte in Erscheinung. Es folgt, dass (47) in dem oben angegebenen 
Bereich auch unter Berucksichtigung der Energieelastizitat und des Zerreissens der Netz- 
bogen gultig bleibt. 

Die besagte Unempfindlichkcit erstreckt sich nicht mehr auf Gleichung (as), (49) 
bzw. (53). Da sich jedoch die beiden hier nicht beriicksichtigten Effekte (Zerreissen von 
Netzbogen und Auftreten von Energieelastizitat) nach dem 1. c. I11 Gesagten teilweise 
kompensieren, durften die Beziehungen (48), (49) und (53) auch ausserhalb des Gultig- 
keitsbereiches von (47) wenigstens fur qualitative oder halbquantitative Aussagen brauch- 
bar sein. 
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4. R u c k s t e l l  k r  a f t b e i  m D e h nen  v on  ge q u o  l lenem K a u  t s c h u k. 
Es ist klar, dass die Reziehung (22,13) hzw. deren Verallgemei- 

nckrung auf den dreitlimensionalen Fall, such dann anwendbar bleibt, 
wenn anschliessend an cine Quellung (Transformation Gleichung 
“‘51) eine Dehnung ohne zusatzliche Quellung (Transformation 
Gleichung [5]) angeschlossen wird. 

Die Gesamttransformation, welehe Quellung und Dehnung um- 
fnsst lautet d a m :  

Nan sieht sofort, dass dx’.dy’.dz’-dx.dy.dz.t3 wird. Dabei 
ist die Anzahl von Ketzbogen, deren Endpunkte vor der Trans- 
formation im Intervalle x bis x+dx, y bis p d y ,  z bis zfdz lagen, 
gcmass (24) gleich 

. ,. 
z, Zikdl. 

Die zufolge der Transformation (.54) auftret,entlc Entropieanderung 
wird dann gemass (22,13) : 

(S - So) I)ipatati,,lr 
+ Urliiiuirg 

% % n .  

k ( :  llj’ I’ 1. - Q, I” [ - @(h’) + In ds’ dy’ d is’- @(ti) - In ds d y  dz]  d x  d\- tlz 
4 .7 

x - - r x . y  - X Z - - Y  

Dabei ist 
11’2 -= x’2 + y ’ 2  + z‘? 

11’ - -  ti. t s  
gesetzt. Es gilt dabei 

wobei 

(57) 

(5i;i) 

wenn 6 dcr Winkel ist, welchcn der yekt,or h (vor tier 1)ehnung) init 
der Dehnungsrichtung einschloss. Wir stellen fest, dass der in (56) 
vorkommende Summand 

3 k ( i  111 t = I< ( i  1.1 (58) 

den I nl erT-it11 t r a n  sf o rmn t io ns a n t e i l  der I~iit.ropie~incleruiig clar- 
stellt unti (lass tlieser Ant.ei1 genau gleich gross ist \vie cier Intcr\-all- 
transformationsant,cil der nilatatmion ohm Dehnung (Gleichung L ’ t h ) .  

Es hdngt dies daniit zusmnineii, days sich bei dcr L)c.hriung des gcc~iiollc~icn Kau- 
tschuks cbcnso wie hci der dcs ungequollc~icn dic: 1ntc~rvallt.riliisforiiiittioris.tiitrilc nelchc 
von der Orientierung einerseits, von der l,%ngcniindrriin$ drr Sctzbogrn andersoit.s hcr- 
ruhren, grgcnscitig kompensieren. 

109 
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Fiigen wir zum Ausdruck (56 ) ,  welcher die Zustandsiinderung der 
Netzbogen berucksichtigt, den Mischungsanteil(30) (wobei wir wieder 
bei der Summation den einen der Summanden k G In q wegzulassen 
haben), fassen wir gleichzeitig in (56) diejenigen Volumenelemente 
dx, dy, dz zusammen, bei welchen der Vektor h vor der Dehnung 
Werte, die zwischen h und h+dh liegen, besitzt und bei welchen 
dieser Vektor vor der Dehnung mit der Dehnungsrichtung einen 
Winkel bildet, der zwischen 6 und 6fdB liegt, so erhalten wir als 
Gesamtentropieiinderung fur den Ubergang aus dem ungedehnten 
nicht gequollenen zu dem gedehnten gequollenen Zustande 

1 
+kglln-- 

q - 1  
(59) 

Subtrahieren wir hiervon die der blossen Quellung eritsprechende 
Entropieiinderung (31) , so erhalten wir die Entropieiinderung, welche 
nuftritt, wenn ein Probekorper von q em3 von gequollenem Kautschuk, 
(in welchem 1 em3 losungsmittelfreier Kautschuk und [q-11 em3 
Losungsmittel enthalten sind), auf das or-fache gedehnt wird (Trans- 
formation Gleichung 5 )  : 

17 w 
sin 8 

2 
(S  - So)Dehnung = - k G B  / / e -  @(h) [ @(hq:$ t)- @(hq%)] h2 ~~ d 6  dh  ( G O )  

fur q cm3 yon 
gequollenem Kautschuk 

8 = O  11-0 

wobei t die durch (57b) gegebene Funktion von 6 bedeutet. Wir haben 
ciiese Grosse durch q zu teilen, um die Dehnungsentropie von 1 em3 
ties gequol lenen  P r o b e k o r p e r s  zu erhalten. Benutzen wir ausser- 
dem fur B und @ die Niiherungen (24a) und (24b), so wird 

h 2 d h d 8  (61) 1 n m  
3 hs 

(S - So)rehnung k !? q2/3  [: - B/ 1. - - 2 m i  3 h2t2 ~ s i n 8  
2 S , A k  2 

11-0 h - 0  
g 

fur 1 cm3 von 
gequollenern Kautschuk 

Hierbei ist offenbar G/q die Anzahl der pro em3 des gequollenen 
Korpers vorhandene Anzahl von Netzbogen, welche wir mit G’ be- 
zeichnen wollen. t ist wiederum aus (5755) einzusetzen. Durch Aus- 
wertung des Integrals in (61) erhalt man dann 

gequollenrm Kautschuk 

Die Ruckstellkraft R, welche auf den um den Faktor a gedehnten 
Probekorper wirkt, wenn dessen Querschnitt im ungedehnten Zu- 
stnnde gleich 1 em2 gewesen war und dessen Querschnitt im gedehnten 
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Zustande 1,'x em2 betragt, erhalten wir, indem wir (62) nach tc dif- 
ferenzieren und mit -T multiplizieren : 

Die Spannung pro cm2 des getlehnten Versuchskcirpers wird 
hieraus : 

(5 - k'r(;'qz3(x?-i!) - k T U q - ' l ( % ? - -  3 (64) 

Hierin ist G die Anzshl von Setzbogen pro em3 der n i c h t  ge- 
quollenen Substanz, G' (lie pro cm3 der gequollenen Substanz, q der 
Quellungsgrad (Definition Gleichung 2 3 ) .  

Die Beziehung (64)  stimmt mit der von PEoyy und Hthner (1. c.) 
erhaltencn uberein. Der Umstand, dass hier vol l ige Ubereinstim- 
mung vorliegt , xahrend bei den Formeln fur das Quellungsgleich- 
gel! ich t  ein kleiner Cnterschied vorlag (Gleichungen 46 und 46a), 
geht clsrsuf zuruck, dass sich das bei uns vorhandene Intervall- 
tlilatationsglieti k G lnq bei tier Rildung der Differenz zwischen (59) 
urid (31) weghcbt. 

Sollen Entropie untl Ruckstellkraft in hoherer als der ersten 
Saherung angcgeben wertlen, so ist B untl @ in (60) &us ( 3 8 )  und (36) 
ein zuse t Zen. 

Dab in (60) vorkommende Integral 

/:"':" d B z  k G B  c-Q)(tl)cl,(h.q'l)llZdh k ( ; B  e -@( l1 ) (0 (1 i  q")h2dh -~ 9p 
& 

13 = 0 l1=0 
I 

0 

ist als Teil r o n  Gleichung (42) angegeben worden. Um den Wert des 
In tegrals 

7 o j  

- /. %+.q'. p9 + r L C 0 5 2 Z I ) .  -) ll? sin ~ D d h d 8  
r 

J ( I l l - 0  

zu finden, benutzen wir fur e g J ( h )  die Reihenentwieklung (3i),  und 
setzcn h * q l  1 . t  als Argument anstatt h in (36) ein. Ausserdem be- 
achten wir ( 3 8 ) .  Fur die 13ntropieandcrung pro cm3 ties auf dem 
Quellungsgrsdc q befintllichen, um den Dehnungsparnmeter y. ge- 
tlchnten Kautschuks, ergibt sich chnn insgesamt 

(' - h ~ ) D c h ~ i r ~ ~ i g  
fur c I I N  II riii' 1 on 
wq1101l< II( 111 I\ .lot\( tluh 
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Analog zu (63) und (64) erhalten wir hieraus fur die Ruckstell- 
kraft, welche auf den urn den Faktor cc gedehnten Probekorper wirkt, 
wenn dessen Querschnitt im ungedehnten Zustande gleich 1 em2 
gewesen war : 

= kG’T [ ( m - ; )  (I-- 1 +-.-+--+. 1 1 1 9233 . . 
Nm N; 5 x; 800 

(66) 

oder auch 

(I - g)  1 
Man erkennt sofort, dass (63) und (64) als erste Naherung von 

(65) und (66) aufzufassen sind. M a n  e r k e n n t ,  das s  d ie  Spannung  
be i  s te igendem Dehnungsps rame te r  cx bei  e inem P r a p a r a t ,  
f u r  welches q >1 i s t ,  r e l a t iv  s t a r k e r  zun immt  als  bei  e inem 
n i c h t  gequol lenen P r i ipa ra t ,  be i  welchem q = 1  is t .  

Zu den Beziehungcn (65), (66) und (66a) ist wiederum zu bemerken, dass darin die 
Auswirkungen der energieelastischen Beanspruchung und des Zerreissens der X’etzbogen 
nicht berucksichtigt sind. Auf Grund von 1. c .  I11 kann uberlegt werden, dass die beiden 
nicht berucksichtigten Effekte nur unter der Voraussetzung 

.Zq2/3 
(66b) 

~ 

n-In 
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keinc Rolle spielen. Rie in1 Pnlle dcr Wzichungen (46) bis (S) ist dtilier der Snnendungs- 
bereich der Uezieliungen (63) bis (66a) rnit Vorsicht zu beurteilcn. (Sahercs hieriiber 
siehc eine spatcr zu veroffcntlichcndc Arbeit.) 

5.  0 p t i  s c h e A ni s o t r o p i e. 
a )  Einfluss der  Or ien t ie rung  und  Entkniiuelung de r  Netz-  

bogen beim Dehnen von gequollenem Kautschuk. 
Nehmen wir an, dass die optische Anisotropic des eimelnen 

crtatistischen Fadenelementes durch ein Rotationsellipsoid dargestellt 
werden kann rnit einer Polarisierbarkeit a,’ parallel zur Liingsachse 
des Fadenelementes und rnit einer Polarisierbarkeit (xz’ senkrecht 
dam, so ist wie von W. Kshn und P. Grun (1. c. 11) gezeigt wurde, 
auch die Polarisierbarkeit des Gesamtfadens, welcher aus N, stati- 
stischen Fadenelementen besteht, dessen Enden im Abstande h von- 
einander festgehalten werden, durch ein Rotationsellipsoid dargestellt 
mit einer Polarisierbarkeit y1 parallel zur Richtung des Vektors h 
und eincr Polarisierbarkeit ya senkrecht dazu. 

Dabei ist nach W. Kzchlz und P. Grun 

(65b) 

/3 ist die inverse Langecin’sche Funktion des Argumentes h/N, A, 
und lautet, in eine Reihe entwickelt : 

Auch der weitere Gang der Berechnung, durch welchen die beim 
Dehnen des Kautschuks erfolgende Orientierung und Liingen- 
iinderung der Xetzbogen festgestellt und zur Bestimmung der Po- 
larisierbarkeit des Gesamtmediums beniitzt wird, ist in der erwiihnten 
Arbeit von W. Kuhn und P. Grun fur nicht gequollenen Kautschuk 
angegeben wordcn. (Es ist dort allerdings im Zahlkoeffizienten der 
hoheren Niiherungen ein Fehler unterlaufen.) Die Betrachtung ist 
sinngemiiss auf die Doppelbrechung bei der Dehnung von gequollenem 
Kautschuk zu iibertragen. 

Wenn der Vektor h eines gegebenen Netzbogens rnit der z- 
Richtung (der Dehnungsrichtung) einen Winkel 9.‘ und wenn dessen 
Projektion auf die x-y-Ebene mit der x-Richtung cinen Winkel q 
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bildet, so ist der Beitrag, den dieser Ketzbogen zur Polarisierbarkeit 
des Gesamtmediums nach der z-Richtung liefert, gleich 

und zur Polarisierbarkeit des Gesamtmediums nach der x-Richtung : 
m a )  

Wir beachten xeiter, dass die Anzahl von Netzbogen pro em3 
der ungequollenen Substanz, deren Vektor h einen zwischen h und 
h+dh liegenden Betrag besitzt und mit der z-Richtung einen zwi- 
schen B und B+dB liegenden Winkel einschliesst, wahrend seine Pro- 
jektion auf die x-y-Ebene mit der x-Achse einen zwischen y und 
q+d q liegenden Winkel bildet, in Verallgemeinerung von (24) unter 
Beachtung der gleichmassigen Richtungsverteilung im ungedehnten 
Zustande gleich ist : 

p ,  I -  - y,cos2B'+j2sin26'  (68) 

B 1- - (y l  - yz )  sin2 8' cos2 p + yz  

B 
d Gh, h+dh = G ~ e -  4 n  sin 6 h2 dh d p  d6  

8. 8+dB 
9: P+dW 

Nach Quellung auf den Quellungsgrad q und nachheriger Deh- 
nung des gequollenen Korpers um den Dehnungsparameter cc ist die 
Lange dieser T'ektoren h geandert auf 

wobei z und t durch ( 2 3 )  bzw. durch (57b) definiert sind. Es ist dann 
weiter 

(68d) 
tg28 tg28' = ~ 

u3 

und 

Den Beitrag, den die Netzbogen (68b) zur Anisotropie der 
Polarisierbarkeit der Volumeneinheit des gequollenen Korpers geben, 
erhalten wir, indem wir (68b) zuniichst durch y teilen, also c* durch G' 
ersetzen und mit ( ) multiplizieren. Bei der Berechnung von B ,  
und BIgemass (68) und (68a) ist y1 und y z  aus (67s) und (67b) einzu- 
setzen, wobei jedoch in (67s) und (67b) die Grosse h durch h' (Glei- 
chung 68c).zu ersetzen ist. 

Die gesamte Anisotropie der Polarisierbarkeit, welche wir in An- 
lehnung an fruher benutzte Bezeichnungen mit G' ( ,&PI ) bezeichnen 
wollen, ergibt sich durch Integration zu 
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n Z n  CD 

G(6,- PA) = G ’ g J  J I e -  (&- B,) h2 sin 6 dh dq, d 8  (69) 
B=O p=O h=O 

Die Integration hinsichtlich y lBsst sich sofort durchfuhren. Es ist 
2 n  

1 1 .  
L o r  

1 

or2cos26-7-ssm28 

cc2 cos 26+-sin28 
(69b) 

Einsetzen dieses Ausdruckes in (69) unter Berucksichtigung von (67c) 
liefert jetzt : 

= 2 (Y1- 7 2 )  

or 

1 

1 .  

a2 cos26--sin26 

cc2 cos2 8+ - sm28 
d h d 8  2or sin 8 

h2 2 G’(F, -p,) = G’B 1 I e - @ ( h )  (Y1- Y z )  

8=0 h=O 

Hierin ist y1--y2 die Funktion (67c) in welcher h d-urch h’ (Glei- 
chung 6%) ersetzt ist. 

Die Auswertung kann analog zur Auswertung von Gleichung (59) 
dadurch erfolgen, dass e-@(h) aus ( 3 7 )  eingesetzt wird. Wir erhalten 
dann 

Fur ungequollenen Kautschuk ware hierin q = l  und G’=G zu 
setzen. Wird dann zudem a = l + y  und y<l gesetzt, sowie N,>l 
angenommen, so geht diese Beziehung uber in 

3 

eine Beziehung, welche schon 1942 von W. Kuhm und P. Grun (1. c. 11) 
angegebcn wurde (dortige Gleichung 67). 

b )  E in f lus s  des  Brechungs index  des  E i n b e t t u n g s m e d i u m s .  
TVir haben im vorigen die Polarisierbarkeit des statistischen 

Fadenelementes parallel und senkrecht zur LBngsachse des Elementes 
mit a; und a; bezeichnet. Befanden sich die statistischen Fadenele- 
mente weit getrennt voneinander im Vakuum, so waren a; und a6 
Grossen, welche fur das statistische Element ein fur allemal bestimmt 

G’ (@,-EL) =- G(al ’ -  or2’) 7 y (fur nicht gequollene Substsnz) (70a) 
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werden konnten. Sind aber die Teilchen in einem isotropen oder nahezu 
isotropen Medium eingebettet, so ist das beispielsweise in Richtung 
der Teilchenachse unter Wirkung der Feldstarke %=l entstehende 
elektrische Moment sowohl von der Polarisierbarkeit des Teilchens 
als auch von der des Einbettungsmediums abhangig. Auch bei optisch 
isotropen aber geometrisch anisotropen Teilchen, z. B. bei Glasstab- 
ohen, welche sich in einem Medium befinden, dessen Brechungsindex 
von dem des Teilchens verschieden ist, findet eine sogenannte S t Bb - 
ohendoppelbreehung statt. 

Bei statistischen Fadenelementen, welche sowohl geometrisch als 
auch optisch anisotrop sind, uberlagern sich Eigendoppelhre-  
c hung und F ormd opp el b r  ec hung. Eine strenge Berucksichtigung 
der optischen Wechselwirkung zwischen anisotropen Teilchen und 
umgebender Flussigkeit wird, da in vielen Fallen spezifische Effekte 
auftreten werden, schwierig sein. Eine Moglichkeit, die Wechsel- 
wirkung zu berucksichtigen, ist Ton W .  K u h n  und H .  Kuhrzl) in 
einer vor einiger Zeit erschienenen Arbeit angegeben worden. Sie 
xtutzt sich auf eine Arbeit von R. Gans2), welche das Problem eines 
aus doppelbrechender Substanz bestehenden Rotationsellipsoids be- 
handelt, wenn letzteres sich in einem isotropen Medium mit dem 
Brechungsindex no befindet. Es wird dann angenommen, dass die 
optisehe Achse des doppelbrechenden Materials mit der Figurenachse 
des Rotationsellipsoids zusammenfallt, dass also der eine Haupt- 
brechungsindex n, in der Figurenachse liegt, wiihrend der Brechungs- 
index senkrecht zur Rotationsachse des Ellipsoids gleich nb ist. 

Gans berechnet nun das elektrische Moment, welches an dem im 
isotropen Medium eingebetteten Ellipsoid zufolge Auftretens freier 
Ladungen an der Grenzflache zwischen Ellipsoid und Medium auf- 
tritt, also die zusatzliche Polarisierbarkeit cx; in der Figurenachse 
und cx4 senkrecht dazu. Fur den Fall, dass das betrachtete Rotations- 
ellipsoid sehr langgestreckt ist, gilt nach Gans : 

Dabei ist v das Volumen des Rotationsellipsoids. 
Es gilt also 

oder nach einiger Umformung: 

(71s) 

l) W .  Kuhn und H .  Kuhn, Helv. 26, 1394 (1943). 
z, R. Gans, Ann. Phys. [4] 37, 881 (1912). 
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Es ist also dieser Wert, der auch fur na=nb aber n&no (iso- 
tropes Stabchen in isotropem Medium mit anderem Brechungsindex) 
nicht verschwindet, fur (a1’-a2’) in (70) oder 70a) einzusetzen. 

Im ubrigen gelangen wir von (70 )  und (70a) in einfacher Weise 
zur Differenz nl -n, der Brechungsindizes parallel und senkrecht 
zur Dehnungsrichtung nach 1. c. I1 gilt namlich: 

Es gilt also auf Grund von (70) 

oder auch (73) 

Bei Benutzung der ersten Niiherung von (70 ) ,  ohne Ersatz von 
(x1’-az’) durch (71a) kiime 

n , - n  = ( n P + q 2  2 n  G’(a,’- ( cc2-- i )  q2’3 (Naherung) (73b) 
l -  no 45 

und fur den Fall, dass a = l + y  und y<1 gesetzt wird 

Diese Beziehung geht fur q = l  (nicht gequollener Kautschuk) 
in eine von W. Kuhn und P. Grun angegebene Beziehung (1. c. I1 
Gleichung 69) uber. 

I n  den Beziehungen (73) ist der Tatsache der energieelastischen Beansprnchnng 
und des Zerreissens maximal gedehnter Netzbogen keine Rechnung getragen. Diessr 
Effekt tritt, wie bei Gleichung (Ma) erwahnt, nur dann praktisch in Erscheinung, wenn 
der Quotient q213a2/N, nicht mehr klein gegen 1 ist. E r  wirkt sich, sobald er in Erschei- 
nung tritt, dahin aus, dass die Vektoren h der zerrissenen Netzbogen wie im ungedehnten 
Zustand beliebig orientiert sind, dass also die zerrissenen Netzbogen zur Doppelbrechung 
des Mediums nichts beitragen. Es folgt, dass die zu erwartende Doppelbrechung mit 
zunehmendem Dehnungsparameter cc etwas schwacher ansteigt als man auf Crund von 
Beziehung (73) erwartet. 
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6. Q u o t i e n t  a u s  Doppe lb rechung  u n d  Spannung .  
I n  der bereits mehrmals zitierten Arbeit von W. Kuhn und 

I?. Grun (1. c. 11) war gezeigt worden, dass fur vulkanisierten Kau- 
tschuk erwartet werden darf, dass das Verhaltnis von Doppelbrechung 
zur Spannung in erster NBherung unabhangig vom Dehnungsgrad 
und vom Vulkanisationsgrad bzw. vom Elastizitatsmodul sei, eine 
Aussage, welche aus Literaturangaben, insbesondere auf Grund von 
Messungen von P. Rossi bestatigt werden konnte. 

Es ist daher interessant zu sehen, was hinsichtlich dieses Quo- 
tienten vorauszusehen ist, wenn wir vom losungsmittelfreien xum 
gequollenen Kautschuk ubergehen. Fur den allgemeinen Fall er- 
halten wir sofort aus (73) und (66):  

10aG+16a3+16 3 q4’3 1 14 36a8+96a3+64  + -_ I--- -______ 
XI’ 7 0 0 ~ ;  ( N, 5 )  a3 

Bei Benutzung von (73b) anstelle von ( 7 3 )  und von (64) anstelle 
von (66) kame entsprechend : 

Es ware also in erster Naherung der Quotient aus Dehnungs- 
doppelbrechung und Spannung nieht nur vom Vulkanisationsgrade, 
sondern auch vom Quellungsgrade des Kautschuks unsbhangig. 

Zu (74b) ist die Bemerkung anzufugen, dass der Faktor (n2+2)2/n, 
den Einfluss des Brechungsindex nicht vollstandig wiedergibt, indem 
auch ( R;-K; )  nach (71a) oder Bhnlichen Bexiellungen, welche an 
deren Stelle treten, vom Brechungsindex des Einbettungsmediums 
abhangig ist. Fur irgendwie genaue Prufungen wird man auf (74) oder 
(74a) zuruck greifen. Wir sehen, dass sowohl beim ungequollenen 
Kautschuk (fur q=1) und in vermehrtem Xasse beim gequollenen 
Kautschuk ein Abfallen des Quotienten aus Doppelbrechung und 
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Spannung bei zunehmender Dehnung zu erwarten ist. Formeln fur den 
ungequollenen Kautschuk, welche rnit (74) und (74a) gleichbedeutend 
sind, sind bereits von W. Kuhn. undP. Griin angegeben worden (1. c.  11). 

Es muss noch bemerkt werden, dass in vielen Fallen anstelle 
der Reihenentwicklung ( 74a) eine abgekurzte Formel, welche fur 
schwache Dehnung (Dehnungsparameter 3 ungefahr gleich I) gultig 
ist, verwendet werden kann : 

Sic zeigt in besonders iibersichtlicher Weise, dass der Quotient 
rnit steigendem Quellungsgrad abnehmen sollte. 

Dieser Effekt (Abnahme des Quotienten (ul- nl)/o fur schwache Dehnungen rnit 
wachsendem Quellungsgrad) sollbe bei Berucksichtigung des Energieanteils der Ruck- 
st,ellkraft noch ausgepragter sein als gemass (74c), indem der Energieanteil der Ruckstell- 
kraft mit wachsendem q zunimmt, der Nenner 0 von (74c) also gegenuber dem Zahler ent- 
sprechend verstbrkt anwachst. 

Ebenso ist zu erwarten, dass der Quotient (nil- nL)/o bei konstantem Quellungs- 
grad mit zunehmender Dehnung c( starker abfallt als man gemass G1. (74) erwartet, indem 
mit wachsendem Dehnungsgrade in zunehmendem Masse die energieelastischen neben den 
statistischen Ruckstellkrafte auftreten, welche den Nenner von (74) vergrossern. 

Die Erscheinung des Zerreissens von Netzbogen ubt dagegen auf den Betrag des 
Quotienten (nil - nl)/o offenbar keinen merklichen Einfluss am, indem die zerrissenen 
Netzbogen weder zur optischeu Anisotropie noch zur Ruckstellkraft einen Beitrag leisten. 

Der Vergleich der erhaltenen Beziehungen rnit der Erfahrung sol1 
in einer anschliessenden Arbeit behandelt werden. 

Zusammenf assung.  
Das Quellungsgleichgewicht sowie das elastische und optische 

Verhalten von gequollenem Kautschuk und ahnlichen gequollenen 
Hochpolymeren wird in erster und hoherer Naherung behandelt j 
durch Ubergang zum nicht gequollenen Praparat ergibt sich ein Ver- 
gleich mit den fur das elastische und optische Verhalten der losungs- 
mitt elfreien Subs tanz geltenden Beziehungen. 

I n  einem die grundsatzliche Frage der Permutationsglieder be- 
handelnden Abschnitt wird darauf hingewiesen, dass eine Vertausch- 
barkeit der Netzbogen im vulkanisierten Kautschuk, welche in haufig 
benutzten Ansatzen vorausgesetzt wird, den Tatsachen widerspricht. 
Es wird die Frage gepruft, wie sich die Nichtvertauschbarkeit der 
Netzbogen auf die fur die Zustandswahrscheinlichkeit aufzustellenden 
Ansatze auswirkt. 

Es wird dabei gezeigt, dass bei Berechnung der Entropieande- 
rung, welche die einzelnen Netzbogen des Kautschuks beim Dehnen 
erfahren, die Tatsache berucksichtigt werden muss, dass die apriori- 
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Wahrscheinlichkeit dafur, dass die Zustandsvariablen, welche die 
Knauelung und die Orientierung eines herausgegriffenen Netzbogens 
beschreiben, in ein bestimmtes Interval1 entfallen, p ropor t iona l  
der  Grosse des genann ten  I n t e r v a l l s  i s t  u n d  dass  d ie  Grosse 
dieses I n t e r v a l l s  beispielsweise bei der Dehnung oder Quellung 
von Kautschuk mit v e r a n d e r t  (d. h. dilatiert oder kontrahiert) 
wird. Berucksichtigt man den Intervalldilatationsanteil bei der 
Dehnung oder Quellung von Kautschuk, so findet man als Summe der 
Entropieanderungen der individuellen Netzbogen in korrekter Weise 
denselben Betrag, welcher in der bisher ublichen Weise unter Be- 
nutzung der unzulassigen Annahme einer Permutierbarkeit der Netz- 
bogen erhalten worden war. 

Infolge Berucksichtigung der Intervalldilatation ergibt sich 
bereits in erster Naherung ein kleiner Unterschied im Ausdruck fur 
die Quellungsentropie und fur das Quellungsgleichgewicht gegenuber 
einem von P. FZory und J .  Rehner berechneten Ausdruck. 

Anschliessend wird die beim Dehnen der gequollenen kautschuk- 
artigen Stoffe auftretende elastische Ruckstellkraft, sowie die mit 
dem Dehnen verbundene optische Anisotropie in erster und hoherer 
Naherung berechnet. 

Ex wird gezeigt, dass sich der Quotient aus Doppelbrechung und 
Spannung fur gequollenen Kautschuk einerseits, nichtgequollenen 
anderseits in erster Naherung nur von einem der Anderung des 
Brechungsindex des Einbettungsmediums Rechnung tragenden Pro- 
portionalitatsfaktor unterscheiden durfte; bei Berucksichtigung der 
hoheren Naherungen ist weiter zu erwarten, dass dieser Quotient mit 
steigendem Quellungsgrade absinkt und dass er, sowohl fur gequolle- 
nen als auch fur ungequollenen Kautschuk, bei zunehmender Dehnung 
abnimmt . 

Der Stiftung fur Stipendien auf dem Gebiete der Chemie sei an dieser Stelle fur die 
Erteilung eines Stipendiums an einen von uns (R. Pasternak) verbindlichst gedankt. 

Basel, Physikalisch-Chem. Institut der Universitat. 




